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Vorwort. 

Von den im vorliegenden Bande vereinigten Abhandlungen sind die vier 
ersten, welche sich auf die Theorie der eindeutigen Functionen 
einer Veränderlichen beziehen, in den Jahren 1876, 1880, 1881 ge- 
schrieben und aus den Denkschriften und den Monatsberichten der Ber- 
liner Akademie ohne wesentliche Veränderungen abgedruckt worden. 
Die fünfte Abhandlung, welche eine Reihe von Sätzen über die ein- 
deutigen Functionen mehrerer Argumente enthält, von denen ich 
in meinen Vorlesungen über die AbeTschen Transcendenten Gebrauch 
mache, habe ich im Jahre 1879 für meine Zuhörer lithographiren lassen, 
ohne sie in den Buchhandel zu geben. Die darauf folgende, den Monats- 
berichten aus dem Jahre 1870 entnommene Abhandlung „Neuer Beweis 
eines Hauptsatzes der Theorie der periodischen Functionen von 
mehreren Veränderlichen" hat beim Neudrucke verschiedene redactio- 
nelle Aenderungen erfahren. Die letzte Abhandlung endlich ,, Über die 
Theorie der analytischen Facultäten", welche ich aus dem in der 
Einleitung angegebenen Grunde aufgenommen habe, ist im Ganzen so 
geblieben, wie sie (im Jahre 1854) in dem 51. Bande des Crelle'schen 
Journals erschienen; ich überzeugte mich aber während des Druckes von 
der Notwendigkeit , an vielen Stellen, namentlich in der Einleitung und 
in den §§7,8 Berichtigungen und Verbesserungen anzubringen. Eine 
gänzliche Umgestaltung der Arbeit mit den gegenwärtig von der Functionen- 
lehre dargebotenen Hülfsmitteln vorzunehmen, konnte ich mich nicht ent- 
schliessen. 

Weierstrass. 
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Zur Theorie der 
eindeutigen analytischen Functionen. 



Aus den Abhandlungen der Künigl. Akademie der Wissenschaften zu 

Berlin vom Jahre 1876. 



Zur Theorie der eindeutigen analytischen 

Functionen. 



1. Einleitung. 

Unter den eindeutigen analytischen Functionen einer Veränderlichen 
zeichnen sich die rationalen durch eiue charakteristische Eigentümlich- 
keit aus, die zunächst festgestellt werden soll. 

Ich will von einer eindeutigen analytischen Function f(pc) der com- 
plexen Veränderlichen x sagen, sie verhalte sich regulär in der Um- 
gebung einer bestimmten Stelle (x = a) , wenn sie innerhalb eines gewissen 
Bezirks, dessen Mittelpunkt a ist, überall einen endlichen und mit x 
stetig sich ändernden Werth hat. Nach einem bekannten Satze existirt 
dann eine Potenzreihe 3ß(#|a), welche innerhalb des genannten Bezirks 
die Function darstellt. Dies gilt auch, wenn a = oo ist, indem unter 

%{x.od) eine Potenzreihe von - zu verstehen ist.*) 

Die Gesammtheit der Stellen, an denen f(x) diese beiden Eigen- 
schaften besitzt, nenne ich deu Stetigkeitsbereich der Function. 

Dieser Bereich ist — wenn man von dem Fall absieht, wo f(x) sich 
auf eine Constante reducirt — stets ein begrenzter, wie sich folgender- 
massen beweisen lässt. 



*) Ich bediene mich zur Bezeichnung einer Reihe von der Forin 

2j A^ JL ,v (y = 0, 1, 2,...oo) 

in Fällen, wo es auf die Werthe der von x unabhängigen Ooeffieienten ^1 , A lt A % , .. . 
nicht ankommt, des Zeichens ty(x), auszusprechen „Potenzreihe von x." Ist ferner a 
ein bestimmter Werth von jr, so schreibe ich %{x \a) i'\\r^(x — ä), um hervorzuheben, 
dass a der Mittelpunkt des Convergenzbezirks der Reihe ist. Diese Bezeichnungsweise 
behalte ich auch bei, wenn a = ooist, indem ich in diesem Falle der Formel 

x — 00 
die Bedeutung - gebe. 
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Es sei a irgend eine im Endlichen liegende Stelle und r der Radius 
des Convergenzbezükes der Reihe ^(.r;a), welche die Function f(x) in 
einer gewissen Umgebung von a darstellt. 

Hat r einen endlichen Werth, so giebt es unter denjenigen Werthen 
von Xj für welche \x — a\^>r ist*), mindestens einen (#')» der dem in 
Rede stehenden Bereich uicht angehört. Dann ist entweder x' selbst 
eine Grenzstelle des Bereichs, oder es findet sich eine solche in der 
Strecke (x' . . . a) zwischen x' und a. 

Ist dagegen r = oo, so giebt es unendlich grosse Werthe von x, denen 
auch unendlich grosse Werthe von f(x) entsprechen; in diesem Falle ist 
also die Stelle (x = oo) — und zwar diese allein — vom Stetigkeits- 
bereich der betrachteten Function ausgeschlossen und bildet die Begrenzung 
desselben. 

Hiermit ist festgestellt, dass für jede Function f(x) im Gebiete der 
Veränderlichen x nothwendig singulare Stellen, wie ich sie nennen will, 
existiren, welche Grenzstellen des Stetigkeitsbereichs der Function sind, 
ohne diesem selbst anzugehören. (Das Letztere ergiebt sich unmittelbar 
aus der Definition des Stetigkeitsbereichs.) 

Ist a' irgend eine solche singulare Stelle, so giebt es innerhalb eines 
beliebigen Bezirks, dessen Mittelpunkt a' ist, unendlich viele Stellen, die 
dem Stetigkeitsbereich von f(x) angehören. Möglicherweise gilt dies, 
wenn der Radius des Bezirks hinlänglich klein angenommen wird, von 
allen Stelleu des letzteren, und dann kann es vorkommen, dass sich f{x) 
durch Multiplication mit einer ganzen Potenz von x — a' in eine in der 
Umgebung von a' regulär sich verhaltende Function verwandeln lässt. 
Jenachdem dies der Fall ist oder nicht, nenne ich a' in Beziehung auf 
die Function f(x) eine ausserwesentliche oder eine wesentliche sin- 
gulare Stelle. 

Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Eine Function f(x) kann 
so beschaifen sein, dass es im Gebiete von x Stellen giebt, die weder 
dem Stetigkeitsbereiche der Function (^1) angehören, noch Grenzstellen 
desselben sind. An diesen Stellen, deren Gesammtheit mit A" be- 
zeichnet werden möge, ist dann die Function nicht definirt. Es ist 
aber .1" ein Bereich von derselben Beschaffenheit wie A\ nimmt mau in 
demselben eine Stelle a" beliebig an, so liegen auch alle einer gewisseu 
Umgebung von a" angehörigen Stellen in A". Daraus folgt, dass der 
Bereich A" ein begrenzter ist, seine Grenzstellen aber nicht zu ihm ge- 



*) Ich bezeichne den absoluten Betrag einer complexen Grösse x mit \x\. 
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hören, also, da sie auch nicht in A liegen, nothwendig mit Grenzstellen 
des letzteren Bereichs zusammenfallen , und zwar mit solchen , die wesent- 
liche singulare Stellen für die betrachtete Function sind. Nun liegt aber 
in jeder Strecke, die einen Punkt von A" mit einem Punkte von A ver- 
bindet, mindestens eine Grenzstelle des Bereichs A" ; es hat also die 
Function f(x) in dem angenommenen Falle unendlich viele wesentliche 
singulare Stellen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen lässt sich nun die Klasse der 
rationalen Functionen einer Veränderlichen (;#•) definiren als die Ge- 
sammtheit derjenigen eindeutigen Functionen von x, für die 
es im Gebiete dieser Grösse nur ausserwesentliche singulare 
Stellen giebt. 

Ist nämlich erstens f(x) eine rationale Function — im gewöhnlichen 
Sinne — und a irgend ein bestimmter Werth von x, so kann man f(x) 
zunächst als Quotienten zweier ganzen Functionen von (x - a), die für 
x ---= a nicht beide gleich Null sind, darstellen und sodann, wenn von 
den nicht verschwindenden Gliedern des Divisors das niedrigste von der 
m ten Ordnung ist , bei hinlänglich kleinen Werthen von (x — a) 

(x - a) m f(x) 

in eine Reihe s # (x \ a) entwickeln; d.h. es existiren für die Function f{x) 
nur ausserwesentliche singulare Stellen. 

Angenommen zweitens, es sei f'(x) eine irgendwie definirte eindeutige 
Function, von der sich feststellen lässt, dass für sie wesentliche singulare 
Stellen im ganzen Gebiete von x nicht existiren, so dass in der Umgebung 
jeder beliebig angenommenen Stelle a die Function in der Form 

(x — a) ty(x\a) 

darstellbar ist, wo m eine ganze, nicht negative Zahl bedeutet. Nimmt 
man zunächst a--oo, so giebt es nach dem Obigen im Innern des 
Convergenzbezirkes der Reihe ty(x\(i), jenachdem m^>0 ist, entweder 
gar keine singulare Stelle, oder nur die eine oo. Sämmtliche sin- 
gulare Stellen — ausser oo — sind also in einem ganz im End- 
lichen liegenden Bereiche zu suchen. In demselben kann es aber nur eine 
endliche Anzahl solcher Stellen geben. Existiren nämlich für irgend 
eine eindeutige Function im Innern eines begrenzten Bereichs unendlich 
viele ausserwesentliche singulare Stellen, so giebt es im Innern oder an 

der Grenze des Bereichs wenigstens eine Stelle, welche sich dadurch 

l* 
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auszeichnet, dass in jeder Umgebung derselben von ihr verschiedene sin- 
gulare Stellen vorhanden sind, und die deshalb noth wendig eine wesentliche 
singulare Stelle für die Function ist. Es ergiebt sich also aus der ange- 
nommenen Beschaffenheit der betrachteten Function f(oc) mit Notwendig- 
keit, dass es für sie nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen geben kann. 
Es ist nun zunächst der Fall möglich, dass f{x) in der Umgebung 
jeder im Endlichen liegenden Stelle sich regulär verhält, also durch eine 
für jeden endlichen Werth von x con vergütende Reihe von der Form 

.4 -l- A x x I A 2 x 2 -\ 

dargestellt werden kann. Dann hat die Function nur die eine singulare 
Stelle oo, und da diese der Voraussetzung nach eine ausserwesentliche 
ist, so muss sich eine ganze, nicht negative Zahl m so bestimmen lassen, 
dass 



© 



für jeden unendlich grossen Werth von x unendlich klein ist. Dies aber 
ist nach einem bekannten Satze nur möglich, wenn in der vorstehenden 
Reihe jeder Coefficient, dessen Index grösser als m ist, verschwindet. Es 
ist also in dem betrachteten Falle f{x) eine ganze rationale Function. 
In dem Falle ferner, dass f(x) im Endlichen singulare Stellen besitzt, 
mögen dieselben mit 

Cv« «... U'yä 

bezeichnet werden, und es sei m k die kleinste ganze Zahl, durch welche 
bewirkt werden kann, dass die Function 

(x - a k ) k fix) 
in der Umgebung der Stelle a k sich regulär verhält. Dann ist 

(x — ftj) .... (x — a r ) f(x) 

eine Function, welche in der Umgebung jeder im Endlichen liegenden 
Stelle sich regulär verhält, woraus nach dem Bewiesenen folgt, dass/'(u) 
in der Form 

_ flfr) 

yx — rtj) '. . . . {x — a r ) r 
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dargestellt werden kann, wo G(p:) eine ganze rationale Function von x 
bedeutet. 

Hiermit ist bewiesen, dass durch die gegebene Definition wirklich 
die charakteristische Eigentümlichkeit der rationalen Functionen einer 
Veränderlichen ausgesprochen wird. 

Durch die vorstehenden Erörterungen ist aber auch für die Unter- 
suchung und Classification der transcendenten eindeutigen Functionen 
eines Arguments ein Fingerzeig gegeben. 

Werden dem Stetigkeitsbereich einer Function diejenigen von seinen 
Grenzstellen , welche a u s s e r w r e s e n 1 1 i c h e singulare Stellen für die Function 
sind, hinzugefügt, so entsteht ein Bereich A', von welchem man, dem 
soeben Festgestellten gemäss, sagen kann, dass in ihm f(x) überall wie 
eine rationale Function sich verhalte. Dieser Bereich ist ein unbegrenzter 
oder ein begrenzter, je nachdem /'(:*•) eine rationale oder eine trans- 
cendente Function ist, und wird im letztem Falle seine Begrenzung 
von den wesentlichen singulären Stellen der Function gebildet, deren 
Anzahl endlich oder auch unendlich gross sein kann. 

Betrachtet man nun als einer Klasse angehörend alle Functionen 
f(x), für welche der definirte Bereich A' ein und derselbe ist, so bildet 
nach dem Vorhergehenden die Gesammtheit der rationalen Functionen 
von x eine solche Klasse. Dagegen existiren unzählige Klassen von 
transcendenten Functionen f(x)\ um für die Eintheilung derselben in Gat- 
tungen ein sachgemässes Princip zu gewinnen, wird man zu untersuchen 
haben , welche wesentliche Verschiedenheiten in der Begrenzungsweise eines 
Bereichs A' , der für eine Klasse eindeutiger Functionen von x die ange- 
gebene Bedeutung hat, möglich sind. Aber auch ohne auf diese Unter- 
suchung näher einzugehen, wird man in den eindeutigen Functionen mit 
einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen die den rationalen 
Functionen am nächsten stehenden erkennen, und als einer Gattung an- 
gehörend alle diejenigen betrachten, für welche die Zahl solcher Stellen 
dieselbe ist. 

Man tiberzeugt sich leicht, dass es Functionen dieser Art mit beliebig 
vielen, und zwar vorgeschriebenen wesentlichen singulären Stellen 
wirklich giebt. 

Wie oben bemerkt worden, wird durch jede unendliche Reihe 

A -\- A x x -\- A^x? -\- • • • > 

deren Coefficienten gegebene Constanten und so beschaffen sind, dass die 
Reihe für alle endlichen Werthe der Veränderlichen x convergirt, eine 
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Function mit der einen wesentlichen singulären Stelle oo dargestellt. 
Dasselbe gilt, wie in ganz ähnlicher Weise gezeigt werden kann, wenn 
G 1 (x) J G 2 (x) zwei solche Functionen sind — wobei jedoch eine von 
ihnen auch eine ganze rationale sein darf — für den Quotienten 

O a (x) 

in jedem Falle, wo derselbe nicht auf eine rationale Function redncirt 
werden kann. 

Dies vorausgesetzt seien nun 

**\\ x \) j "2^1/ ' ' * '^211—1 \ x n) i ™2n\ x n) 

irgend n Paare solcher Functionen , x x ? . . . x n aber lineare Functionen von 
x, welche an n verschiedenen, im Übrigen willkürlich anzunehmenden 
Stellen 

unendlich gross werden; dann ist 



n O (x) 

f(*) = 1 1 - ö - (x y 

v = l ^2v\ v/ 



eine eindeutige Function von x, für welche 

^l ? • • • ^n 

wesentliche singulare Stellen sind, während sie in der Umgebung jeder 
andern Stelle sich wie eine rationale Function verhält. 

Zusammengesetztere Ausdrücke solcher Functionen kann man bilden, 
indem man in einer beständig convergirenden unendlichen Reihe von der 
Form 

2jPv a ,v 8 , ... v n X i X 2"- X n)' 
(Vj = . . . oo , v 2 = . . . OO , ... V = . . . oo) 

oder auch in dem Quotienten zweier solcher Reihen für x x , x 2 , ... x n 
beliebige rationale Functionen der Veränderlichen x substituirt: die so 
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gebildete Function von x hat dann keine anderen wesentlichen singulären 
Stellen als diejenigen, an denen eine der Grössen x A , . . . x n unendlich wird. 

Nun ist im Vorhergehenden gezeigt worden, dass man von einer 
Function f(x) nur zu wissen braucht, sie sei eine eindeutige Function 
ohne eine wesentliche singulare Stelle, um sicher zu sein, dass sie als 
Quotient zweier ganzen rationalen Functionen von x (von denen sich 
eine auch auf eine Constante reduciren kann) darstellbar ist; mit anderen 
Worten, es ist nachgewiesen worden, dass durch die beiden ange- 
nommenen Eigenschaften der Function auch die Art der arithmetischen 
Abhängigkeit ihres Wertlies von dem Werthe der unabhängigen Veränder- 
lichen bedingt und bestimmt ist. Dadurch ist die Frage nahe gelegt, 
ob für die eindeutigen Functionen mit einer endlichen Anzahl wesent- 
licher singulärer Stellen etwas Ahnliches gelte — ob es möglich sei, 
arithmetische, aus der Veränderlichen ;/• und aus unbestimmten 
Constanten zusammengesetzte Ausdrücke zu bilden, welche 
sämmtliche Functionen einer bestimmten Klasse — und nur 
diese — darstellen. 

In der vorliegenden Arbeit findet diese Frage, in der ein den Ele- 
menten der Functionenlehre angehöriges, allgemeines und zugleich wohl- 
begrenztes Problem ausgesprochen ist , ihre vollständige Erledigung. Das 
Resultat ist einfacher als die Mannigfaltigkeit der Formen, in denen, wie 
die gegebenen Beispiele lehren, Functionen der in Rede stehenden Art 
auftreten können, es erwarten Hess. 

Unter den Functionen , um welche es sich handelt — die rationalen 
jetzt eingeschlossen — sind die einfachsten diejenigen, für welche es 
im ganzen Gebiete der unabhängigen Veränderlichen nur eine (wesentliche 
oder ausserwesentliche) singulare Stelle giebt. Liegt diese Stelle im Un- 
endlichen, so kann, wie oben bemerkt, eine solche Function stets dar- 
gestellt werden durch eine Reihe von der Form 

in der x das Argument der Function, die Coefficienten A , A v A 2 .... 
aber von x unabhängige, bestimmte Grössen bedeuten; so wie ander- 
seits jede Reihe von dieser Form, w r enn sie für jeden endlichen Werth 
von x convergirt, der Ausdruck einer eindeutigen Function von x 
mit der einen singulären Stelle oo ist. Eine solche Function will 
ich eine ganze eindeutige Function von x nennen — oder auch bloss, 
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wo keine Zweideutigkeit dadurch entsteht, ganze Function — ; man hat 
also zu unterscheiden zwischen rationalen ganzen Functionen, für welche 
die Stelle oo eine ausserwesentliche singulare ist und die angegebene Reihe 
aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht, und transcendenteu 
ganzen Functionen , für welche oo eine wesentliche singulare Stelle ist und die 
Reihe unendlich viele Glieder hat. Als Functionszeichen für eine unbe- 
stimmte, in der in Rede stehenden Form ausgedrückt gedachte Function 
verwende ich auch im Folgenden den Buchstaben 6? und unterscheide , wenn 
mehrere solche Functionen zu bezeichnen sind, die einzelnen durch hinzu- 
gefügte Indices. 

Dies vorausgesetzt, ist nun die Beantwortung der gestellten Frage 
in folgenden Sätzen enthalten. 

A. Der allgemeine Ausdruck einer eindeutigen Function von x mit nur 
einer (wesentlichen oder ausserwesentlichen) singulären Stelle (r) 
ist 



O 



\j — v.) ' 



wo der obigen Festsetzung gemäss, wenn c - cxd, durch x 

\K C- 

zu ersetzen ist. Die singulare Stelle ist eine wesentliche oder 
ausserwesentliche, jenachdem O eine transcendente oder eine 

rationale ganze Function von ist. 

x — c 

B. Der allgemeine Ausdruck einer eindeutigen Function von x mit n 
(wesentlichen oder ausserwesentlichen) singulären Stellen (v x .... c n ) 
kanu in mannigfaltiger Weise aus n Functionen mit je einer 
singulären Stelle zusammengesetzt, am einfachsten aber in den 
nachstehenden Formen aufgestellt werden: 



n , „ v n 



wo R*(x) eine rationale Function bedeutet, welche nur an den 
wesentlichen singulären Stellen der darzustellenden Function Null 

und unendlich gross wird. 

. 

C. Jede eindeutige Function von x, welche n wesentliche singu- 
lare Stellen (r 1 .... r n \ und ausser diesen noch beliebig viele 
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(auch unendlich viele) ausserwesentliche hat, kann in jeder der 
beiden nachstehenden Formen: 



n 



S G A J -) 

,v H v*-<-v/ 

2°»H.(i4-J 

n ».c.4-,-) 

2) ^l r i^i . i** (*) 

ausgedrückt werden, und zwar dergestalt, dass Zähler und Nenner 
für keinen Werth von x beide verschwinden. 

Umgekehrt stellt jeder dieser Ausdrücke, wenn die Functionen 
O j , . . . O m willkürlich angenommen werden, eine eindeutige 
Function von x dar, welche im Allgemeinen n, in speciellen 
Fällen auch weniger als n wesentliche singulare Stellen hat, 
während die Anzahl der ausserwesentlichen singulären Stellen, 
an denen die Function unendlich wird, unbeschränkt ist. 
Von diesen Sätzen war bisher nur der unter (A) angeführte bekannt, 
und der unter (B, 1) aufgestellte aus bekannten Sätzen leicht abzuleiten. 
Die übrigen aufzufinden war nicht schwer, nachdem einmal die Aufgabe, 
um die es sich handelt, gehörig präcisirt war. Um sie allgemein be- 
weisen zu können, hatte ich jedoch, wie sich alsbald ergab, zuvor eine 
in der Theorie der transcendenten ganzen Functionen bestehende , sogleich 
anzugebende Lücke auszufüllen , was mir erst nach manchen vergeblichen 
Versuchen vor nicht langer Zeit in befriedigender Weise gelungen ist. 

Für jede eindeutige Function f(x) gilt, dass in einem Theile des 
Gebiets von x, der weder im Innern noch an der Grenze eine w T esent- 
liche singulare Stelle enthält, Werthe, für die f(x) = oo, und ebenso 
Werthe, für die f(x) ~ ist, stets nur in endlicher Anzahl vorhanden sind. 
Das Erstere ergiebt sich unmittelbar aus dem oben (S. 3) Bemerkten, 
und das Letztere ebenfalls, wenn man beachtet, dass die Function 



dieselben wesentlichen singulären Stellen hat wie f(x) selbst. 
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Ist insbesondere f(x) eine ganze eindeutige Function, so giebt es 
also unter den Werthen von x , deren absoluter Betrag eine willkürlich 
angenommene Grenze nicht übersteigt, stets nur eine endliche Anzahl 
solcher, für die f(x) gleich Null ist. Dies gilt auch noch, wenn in 
Übereinstimmung mit dem bei ganzen rationalen Functionen Gebräuch- 
lichen festgesetzt wird , dass bei Bestimmung der in Rede stehenden Zahl 
jeder Werth , für welchen ausser der Function f(x) selbst auch die ((i — 1 ) 
ersten Ableitungen derselben verschwinden, die (ite aber nicht, als ein 
|i-mal zu zählender betrachtet werden soll. 

Hieraus folgt, dass es stets möglich ist, aus denjenigen Werthen 
von x, für die eine bestimmte eindeutige ganze Function dieser Grösse 
verschwindet, eine Reihe 

(l V a 21 ft 3' * ' ' 

zu bilden, welche jeden Werth so oft enthält, als er nach der geraachten 
Festsetzung zu zählen ist, und zugleich, falls die Anzahl ihrer Glieder 
unendlich gross ist, der Bedingung 

Lim. | a n | -= oo 

genügt. Die so gebildete Reihe (a^ , a 2 , a 3 . . . .) möge die Reihe der 
„Null -Stellen" der betreffenden Function heissen. 
Dies festgestellt, ergeben sich nun zwei Fragen: 

1) In wie weit ist eine Function G(x) durch die Reihe ihrer Null- 

Stellen bestimmt? 

2) Existirt, wenn eine unendliche Reihe bestimmter Grössen 

a x , a 2 , a 3 , . . . , die der Bedingung Lim. | a n \ — oo genügt , gegeben 

W=oo 

ist, stets eine Function G(x), für welche diese Reihe in dem 
festgestellten Sinne die Reihe der Null-Stellen bildet? 
Die erste Frage beantwortet sich leicht. Es giebt unendlich viele 

ganze Functionen, welche dieselben Null -Stellen haben wie eine gegebene 

6 T (a); sie sind sämmtlich enthalten in dem Ausdruck 

0Gr)e 5(aO? 

wo unter 0(x) eine willkürlich anzunehmende ganze Function zu ver- 
stehen ist. 

Was dagegen die zweite, bis jetzt unerledigt gebliebene Frage an- 
geht, so werde ich im folgenden Paragraphen nachweisen, dass dieselbe 
unbedingt zu bejahen ist. 
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Mit Hülfe des so gewonnenen fundamentalen Satzes lassen sich dann 
von den im Vorstehenden unter (A , B , C) aufgestellten Theoremen zu- 
nächst diejenigen leicht beweisen, welche auf Functionen mit einer 
wesentlichen singulären Stelle sich beziehen. 

Sodann wird der nachstehende Hülfssatz eingeschaltet: 

Es sei 

K K 

?0r)-* o + -— -! ^ — -, 

u x _ ( . x — r 

i » 

wo die (c, k) Constanten bedeuten, welche nur der Beschränkung unter- 
worfen sind, dass von den Grössen /i p .../. w keine gleich Null, und 
von den Grössen c x , . . . c n nicht zwei einander gleich sein sollen. Ferner 
seien F (j/) 3 F^y), . . . F nl (y) eindeutige Functionen der Veränderlichen 
y mit der einen wesentlichen singulären Stelle oo. Alsdann stellt nicht 
nur der Ausdruck 

wo c eine beliebige der Grössen r, , . . . c n bedeutet, wenn man in demselben 

setzt, stets eine eindeutige Function mit den wesentlichen singulären 
Stellen c 1? ...r w dar, sondern es lassen sich auch für jede gegebene 
Function f(ur) dieser Art die Functionen F {) (y),. . . F 7f _ x (y) so bestimmen, 
dass 

Ist. Dabei werden F (y) .... F 1t _ x (y) sämmtlich ganze Functionen von y, 
wenn die Function f{o) keine ausserwesentliche singulare Stelle hat. 

Dieser Satz dient zur Begründung des unter (B, 1) gegebenen Aus- 
drucks einer Function mit n (wesentlichen oder ausserwesentlichen) sin- 
gulären Stellen. 

Eine solche Function kann so beschaffen sein, dass sie an keiner 
Stelle, welche von den Stellen r ir . . . c n verschieden ist. verschwindet; in 
diesem Falle ergiebt sich für sie der Ausdruck 



TT Gv(- ' ) 



V=>1 
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Ist nun f(x) eine beliebige eindeutige Function mit den n wesent- 
lichen singulären Stellen i\ , . . . c n , so hat man das Gebiet der Veränder- 
lichen x in n Theile dergestalt zu zerlegen, dass im Innern eines jeden 
Theiles eine der genannten Stellen liegt, und dass zugleich die Function 
f(x) an der Grenze zwischen je zwei Theilen überall einen endlichen und 
von Null verschiedenen Werth hat ; dies kann auf unendlich viele Arten 
geschehen. Dann giebt es , wenn mit c irgend eine der Stellen Cj , . . . r n 
und mit C der zugehörige Theil bezeichnet wird, unter den zu C ge- 
hörenden Werthen von x, für welche 

x — c \ > p 

ist , wo p eine beliebig klein anzunehmende positive Grösse bedeutet , nur 
eine endliche Anzahl solcher, für dis f(x) verschwindet; dasselbe gilt auch 
noch, wenn auch jetzt festgesetzt wird, dass bei der Zählung dieser Werthe 
so verfahren werde, wie vorhin für eine ganze Function angegeben worden 
ist. Es kann demnach, wenn es überhaupt in C Werthe giebt, für die 
f(x) = ü ist, aus der Gesammtheit derselben eine Reihe 



ff,, a 2 , ffj, 



in der. Art gebildet werden , dass in derselben jeder einzelne Werth so oft 
vorkommt, als er der Festsetzung gemäss zu zählen ist, und zugleich, 
falls die Reihe nicht abbricht, 



ist. Dann ist die Reihe 



Lim. a n 

pilip 


— c ; 


- 


C11±CJ 

1 1 




1 


ff, — c a 2 — c 


a n - v 



so beschaffen, dass eine Function 0{x') existirt, für welche sie die Reihe 
der Null -Stellen bildet; und wenn man in dieser j' ^ setzt, so ist 



G 



\x - c) 



eine Function von x, welche nur die eine wesentliche singulare Stelle c 
hat und zu der Function f(x) in der Beziehung steht, dass die vollstän- 
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dige Reihe ihrer Null -Stellen identisch ist mit der Reihe der dem be- 
trachteten Theile C angehörenden Null-Stellen von f(x). (Sind Werthe von 
x, für die f(x) verschwindet, in C nicht vorhanden, so ist die definirte 
Function G in den folgenden Formeln durch die Zahl 1 zu ersetzen.) 

Ebenso riebt es , da die Function T - -r dieselben wesentlichen singulären 

fix) 

Stellen wie f(x) hat, eine Function G'(._^\ welche zu ^— in derselben 

Beziehung steht wie Oy — - j zu f(x). 

Bezeichnet man nun diese beiden Functionen für die Stelle o v mit 



und setzt 



<v)/_ * \ G (n+v>/_L.\ 

\# - cj \x - cj 

n l C^O- 1 -)) 

I \x — C'v/ 



so ist f x (x) eine Function, welche an allen Stellen des Gebiets 
von x, mit Ausnahme der Stellen <-,,... c w , einen endlichen und 
von Null verschiedenen Werth hat. 

Drückt man sodann diese Function f x (x) in der vorhin angegebenen 
Weise aus, so ergeben sich die unter (B, 2) und (C, 2) aufgestellten 
Formen von f{x). Aus der letztem erhält man dann schliesslich mit 
Hülfe des Theorems (B, 1) den unter (C, 1) gegebenen Ausdruck derselben 
Function. 

Die im Vorstehenden zusammengestellten Ausdrücke einer eindeutigen 
Function mit einer endlichen Anzahl wesentlicher siugulärer Stellen 
können nun noch weiter entwickelt werden, so dass die arithmetische 
Abhängigkeit des Werthes der Function von dem Werthe ihres Arguments 
unmittelbar in Evidenz tritt. In den Formeln (B, 1) und (C, 1) ist es 

für diesen Zweck am angemessensten, jede Function 0( - - j in der 

Form einer Potenzreihe von darzustellen. Es lässt sich aber, wie 

x — c 

in § 2 nachgewiesen wird, jede Function 0(x) auch darstellen als Product 

unendlich vieler Factoren, welche ebenso wie die Potenzen von x bestimmt 
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charakterisirte Functionen sind; diese Ausdrucksform der Functionen 
(;{ \ wird mail am zweckmässigsten zur weitern Entwicklung der 

Formeln (B, 2) und (C, 2) verwenden. 
Ist 

die Reihe der Null-Stellen einer ganzen rationalen Function G(x), und x 
irgend ein in dieser Reibe nicht enthaltener Werth, so hat man 

G(x) 






Man hat schon früh versucht, diesen Satz auf transcendente ganze Func- 
tionen auszudehnen , wobei sich jedoch erhebliche Schwierigkeiten darboten. 
Man erkannte, dass es im Allgemeinen nöthig sei, dem Ausdruck rechts 
noch einen Factor von der Form 



e GU) 



hinzuzufügen (Cauchy, Exercices de Mathematiques, III.); aber dies reicht, 
wenn von dem Falle, wo Null-Stellen der Function nur in endlicher Anzahl 
vorhanden sind, abgesehen wird, nur aus, wenn die Reihe 



S- ! -.. 



und mit ihr das Product 



n(n-:;) 



convergirt, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

Bei manchen Functionen gelingt es zwar, durch Festsetzung einer 
bestimmten Aufeinanderfolge der Factoren, oder überhaupt durch Vor- 
schrift einer bestimmten Alisführungsweise der unendlich vielen Multipli- 
cationen das Product zu einem bedingt convergenten zu machen; im 
Allgemeinen indess ist auch dies nicht möglich, wie unter andern das 
Beispiel der Function 

i_ 
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zeigt, bei welcher das in Rede stehende, ans den Factoren 

.. .. x .. x 

zu bildende Product unter allen Umständen divergirt. 

Aber eben diese Function weist auf den Weg hin, der zum Ziele 
führt. Nach der von Gauss gegebenen Definition ist der Ausdruck der- 
selben das beständig convergirende unendliche Product 



oder 






d. h. die Function ist darstellbar als Product unendlich vieler Factoren, 
welche zwar nicht ganze lineare Functionen von x, aber doch gleich 
diesen eindeutige Functionen mit nur Einer singulären Stelle (oo) 
und auch nur Einer Null-Stelle sind. 

Von dieser Bemerkung ausgehend legte ich mir die Frage vor, ob 
sich nicht jede Function G(x) aus Factoren von der Form 

(fcx + 0e Ö(x) 

möge zusammensetzen lassen, und gelangte, indem ich diesen Gedanken 
verfolgte, schliesslich zu einem Ergebnisse, durch welches die Theorie der 
eindeutigen Functionen mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer 
Stellen einen befriedigenden Abschluss erhält. 

Ich nenne „Primfunction" von x jede eindeutige Function dieser 
Grösse, welche nur Eine (wesentliche oder ausserwesentliche) singulare 
Stelle und entweder nur Eine oder gar keine Null -Stelle hat. Der 
allgemeinste Ausdruck einer solchen Function ist, wenn die singulare 
Stelle mit c bezeichnet wird, 



(-* ,- 1) 

\x — c / 



> Vir— t'/ , 



wo k, l Constanten bedeuten, und zu beachten ist, dass k auch gleich 
Null und G ( ) eine Constante sein kann. Es erweist sich aber für 

\x — IV 
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den in's Auge gefassten Zweck als ausreichend und zweckmässig, aus- 
schliesslich solche Primfunctionen einzuführen , bei denen G ( ) eine 

rationale ganze Function von - - ist; dies soll also im Folgenden überall, 

wo von Primfunctionen die Rede ist, stillschweigend angenommen werden. 

Dies festgestellt, ergiebt sich zunächst, dass jede eindeutige Function 
f(x) mit Einer (wesentlichen oder ausserwesentlichen) singulären Stelle 
entweder selbst eine Primfunction ist oder ein Product von 
Primfunctionen mit derselben singulären Stelle; und lassen dann 
die unter (B , 2) und (C , 2) angegebenen Ausdrücke unmittelbar erkennen, 
dass und wie eine beliebige Function der hier betrachteten Art aus 
Primfunctionen durch Multiplication und Division zusammen- 
gesetzt werden kann. 

Ich lasse dieser Analyse des wesentlichen Inhalts meiner Arbeit 
und der Darlegung der leitenden Gesichtspunkte nunmehr die erforderlichen 
Entwickelungen in mehr synthetischer Form folgen, wobei ich bemerke, 
dass ich bei denselben mit Vorbedacht nur einige elementare Sätze der 
Reihen-Theorie und die Eigenschaften der Exponentialfunction als bekannt 
voraussetze. 



2. Zur Theorie der ganzen eindeutigen Functionen 

Einer Veränderlichen. 

Ist eine unendliche Reihe gegebener Grössen 

d { , (t 2 j ß 3 , • • • , 
von denen keine den Werth Null hat , so beschaffen , dass 



Lim. 

M=oo 



so kann man derselben auf mannigfaltige Weise eine Reihe ganzer Zahlen 
von denen jede " ist, so zuordnen, dass die Summe 



2 i i ('■)"" 

~! I a \a J 



für jeden Werth der Veränderlichen x einen endlichen Werth hat. 
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Man braucht zu dem Ende nur irgend eine unendliche Reihe posi- 
tiver Grössen 

so anzunehmen . dass e - 1 ist und dass 

V ■ - 1 

einen endlichen Werth hat, und dann die Zahlen im,, >h 2 , m 3 , ... so zu 
bestimmen, dass (für v 1. 2, 3, . . . o -«) 






wird. 

Setzt man hierauf 



W -S-!. (if, 



V=l ~ lv V "V 

so ist i^(a) eine für jeden endlichen Werth von x definirte eindeutige 
Function von der Beschaffenheit, dass sich F(a-\ /.*), wenn a irgend ein 
bestimmter Werth von x ist, bei hinlänglich kleinem Werthe der Veränder- 
lichen k in der Form 

darstellen lässt, wo m eine ganze (nicht negative) Zahl ist, welche an- 
giebt, wie oft der Werth a in der Reihe a v a 2 , a 3 , . . . vorkommt. Nach 
einem früher (Cr eile's Journal, Bd. 52, S. 333) von mir bewiesenen 
Satze existirt also eine Function G(x), welche der Gleichung 

dG(x) _ n( . 
genügt und die Eigenschaft besitzt, dass für sie die Reihe 

in dem oben angegebenen Sinne die Reihe der Null -Stellen bildet. 

Dies lässt sich aber noch einfacher als a. a. 0. folgendermassen 
beweisen. 

9 



18 
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Für diejenigen Werthe von x\ deren absoluter Betrag kleiner als 
Eins ist, hat man 



1-x ",rj X " dxfer+1 ' 



woraus 



1 — x = e 



-|(£D 



folgt. Man setze nun 



E(x,0)*= l-x, 

E(x,l)=(l-x)e x , 

E(z,2)=(l-x)e x+i *, 



E(x,m) = {l-x)e 



s(*-) 



so ist, unter der Bedingung, dass \x\ <1, 



^-1 /ac MH ~ r \ 



2?(# , m) =■■ e 



Fasst man nun die Gesammtheit der Grössen ins Auge," welche aus der 
Formel 



r -r-m 



x 

v a v 



r + w v 



dadurch hervorgehen, dass man r =^ 1, 2, . . .oo; v = n, n -r 1, . . .oo 
setzt, so ist ersichtlich, dass die Summe dieser Grössen einen endlichen 
Werth hat, wenn der Veränderlichen x nur solche Werthe gegeben wer- 
den, die dem absoluten Betrage nach kleiner sind als jede der Grössen 



a n j a n-\-\ > • • • 5 



denn dann ist sie kleiner als 



OD oo »*+"'„ er: 

X v 



22 



rt, 



y.~4 



I rt„ 






w v + i 
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also, wenn man mit k den kleinsten der Werthe 



1 — 



x 
a 



u 



1 - 



x 



a 



n+i 



bezeichnet, kleiner als das Product aus 



x 
Je 



und der Summe 



y | l rx \ m ' 



welche der Voraussetzung nach einen endlichen Werth hat. Daraus folgt, 
dass die Doppelsumme 



oo oo 



^ 2-i r~m \a ) 

v=w- r=l ' v \ ,l v/ 



X \ r ~*~ n h 



ffir die angegebenen Werthe von x nicht nur unbedingt convergirt, son- 
dern auch dadurch, dass man alle Glieder, welche dieselbe Potenz von x 
enthalten, in eine Potenzreihe 

verwandelt werden kann. 

Nimmt man nun zunächst x dem absoluten Betrage nach kleiner 
als jede der Grössen a 19 a 2 , . . . an, so convergiren sämmtliche Reihen 



*(*, 1), *(*, 2),..., 



und man hat 



n oo 






. v r-MM, 



woraus sich 



• ^n«&4' 



-*(>,!) 



-?(*,« + ») 



v = l 



ergiebt. 

Es lässt sich aber jede der Functionen 



K£>»\) 



o* 
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in eine für jeden endlichen Werth von x convergirende Reihe von der 
Form 

(v) (v) 

1 f A x x i- A 2 x m 4 • • • 
entwickeln, und 

-$(.r, n 4-1) 

in eine Reihe von derselben Form 

1 i B\ a \-B 2 W ••• , 

welche jedenfalls convergirt, wenn a; dem absoluten Betrage nach kleiner 
als jede der Grössen a w+1 , ti w+2 , . . . ist. Nimmt man daher eine positive 
Grösse g beliebig, n aber so an, dass 

j a v I > g ist, wenn v > n , 

so geht aus der Entwicklung des Products 

(i + <* -i- b™ x * ~...) fi (i + ^* i 4* *■ -»■ • • ■> 

V=l 

eine Reihe 

1 -4- A l x -+- 4 2 #* -t 



r • • 



hervor, welche sicher für diejenigen Werthe von x, deren absoluter Be- 
trag nicht grösser als g ist, convergirt. Die Coefficienten dieser Reihe 
sind aber, da der vorstehenden Gleichung gemäss für hinlänglich kleine 
Werthe von x 

ist, unabhängig von der willkürlich anzunehmenden Grösse g\ es folgt 
also aus dem Bewiesenen, dass die Reihe für jeden endlichen Werth 
von x convergirt und somit eine ganze eindeutige Function 
0{x) darstellt. 

Diese Function verschwindet nun für einen bestimmten Werth a 
von x nur in dem Falle, wo a in der Reihe a v a 2 , . . . enthalten ist, wie 
aus der Gleichung 

-?(x, n+i) 



v=i t€ v ' 
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ohne Weiteres erhellt, wenn man n so gross annimmt, dass a innerhalb 
des Convergenzbezirks der Reihe 

%(j. n l i) 

liegt, und beachtet, dass die Exponentialfunction für keinen endlichen 
Werth ihres Arguments verschwindet. Man sieht aber auch, dass, wenn 
a in der Reihe a l9 ä 2 , . . . (i-mal vorkommt, 

G{u) auf die Form (x - af f(x) 

in der Art gebracht werden kann, dass f(x) für j --■ a einen von Null 
verschiedenen endlichen Werth hat. Die gegebene Reihe 

ist also die Reihe der Null -Stellen f&r die Function 0(x), welche nach 
dem Vorstehenden dadurch hergestellt werden kann, dass zunächst die 
Summe 

00 °° x x r-f-tw v 






in welcher die Zahlen w v die oben angegebene Bedeutung haben , auf die 
Form Sß(:r, 1) gebracht, und dann 

nach Potenzen von x entwickelt wird. 

Multiplicirt man G(x) noch mit a* f wo X eine ganze positive Zahl 
bedeutet, so erhält man eine Function, für welche die Reihe der Null- 
Stellen ausser den Grössen a v a 2f «,, . . . noch X Glieder, die gleich Null 
sind, enthält. 

Es ist also stets möglich, eine ganze eindeutige Function 0(x) mit 
vorgeschriebenen Null - Stellen 



a v «,, ^ 



zu bilden, wofern nur die nothwendige Bedingung 



Lim. \ a n — rv. 



erfüllt ist. 
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Es giebt aber nicht bloss eine solche Function, sondern unendlich 
viele. 

Setzt man nämlich 

O l (x)^0(x)e Ö(x) , 

so hat offenbar die Function G^x) dieselben Null -Stellen wie G(x), wie 
auch die Function G(x) angenommen werden möge. Umgekehrt ist, wenn 
zwei Functionen G(x), G x (x) dieselben Null -Stellen haben, der Quotient 

G(x) ' 

der mit G 2 (x) bezeichnet werde, eine Function, die für jeden endlichen 
Werth von x einen von Null verschiedenen endlichen Werth hat. Es 
lässt sich deshalb 

l dG 2 (x) 
G 2 (x) dx 

in eine beständig convergirende Reihe 

C; + C 2 ar + C s ar^ 

entwickeln, und man erhält, wenn man 

G(x)- C + C x x + \ C 2 a* + \ C 3 a*-f • • • 
setzt, und die Constante C Q so annimmt, dass 



ist, 



Die Formel 



G 2 (ö) - e C ° 



l_ dG,{x) _ dG(x) 
G 2 (x) dx dx 

G 2 (x)^e° (r) . 



G(x)e G{x) 



giebt also alle ganzen eindeutigen Functionen von x, welche dieselben 
Null -Stellen wie G(x) haben. 
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Jetzt bedeute 0(x) irgend eine gegebene ganze Function von x, 
so können drei Fälle eintreten: 

1) sie hat keine Null-Stellen — dann ist sie eine Function wie die 

eben mit 2 (x) bezeichnete, und kann in der Form 

G(x) 
e 

ausgedrückt werden; 

2) sie hat Null -Stellen in endlicher Anzahl — dann ist sie in der 

Form 

darstellbar, wo G (x) eine rationale ganze Function bedeutet; 

3) sie hat unendlich viele Null -Stellen — in diesem Falle kann 

sie auf die Form 

a* O (x) ßto 

gebracht werden, wo X Null oder eine ganze positive Zahl, 
O (x) aber in der beschriebenen Weise aus den von Null ver- 
schiedenen Null-Stellen (^ , a 2 , a 3 , . . .) der Function , einer Reihe 
ganzer Zahlen (w p tn 2 , w 3 , . . .) und der Veränderlichen x zu- 
sammenzusetzen ist. 
Dieser Function Q (x) kann man nun nach dem Vorstehenden für 
einen bestimmten Werth von x die Gestalt 



B *(£**"*) 



geben, wenn man n so gross annimmt, dass x dem absoluten Betrage 
nach kleiner ist als jede der Grössen a n + v ^ n+2 y • • • Aus dem oben be- 
stimmten Ausdruck der Grenze, unterhalb welcher der absolute Betrag 
von 

stets liegt, ergiebt sich aber 

Lim. *ß(x, 714-1) = 0, 

n=oo 

indem 

oo 



t ;™ vi I 1 / # V»v I 
Lim. \ — ( — ) -0 

w=oo,^J I a v \a v / I 
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ist, wenn die Zahlen w v , wie angenommen worden, so bestimmt sind, dass 

oo 

yi | l / x y»v| 
^{ i r« v V«v/ I 

einen endlichen Werth hat. Folglich ist — für jeden Werth von x — 



CO 
V=l \"'V / 



Der Function 0(x) kann man ferner in mannigfaltiger Weise die Gestalt 



CO 



0(O) + 2»vW 



V=l 



geben, in der Art, dass die g w (x) sämmtlich rationale, für x = ver- 
schwindende ganze Functionen werden. Setzt man dann 



t»v r 



g 1 / QC \ 



so ergiebt sich 



oo . 



sr\ ^ v ( y ): 



wo C eine Constante bedeutet. Da man nun auch im Falle (1) 

v=l 



ö(*)-cfl 



oo 



und im Falle (2), wenn a v a 2 , . . . a m die von Null verschiedenen Null- 
Stellen der Function G (x) sind, 



w ■ > - <— 1W) ~ l(o') 



v=i' ^ w 'v/ J V=WH 






v=wm-i 

hat, so ist hiermit der Satz begründet: 

Jede ganze eindeutige Function von x kann dargestellt 
werden in der Gestalt eines Products, dessen Factoren 
sämmtlich Primfunctionen von der Form 
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sind, wo g(x) eine rationale, für a • =- verschwindende 
ganze Function ist und fr, Z Constanten bedeuten. (Dabei ist 
zu beachten, dass g(r) und ebenso eine der Grössen fr, 1 auch den 
Werth Null haben kann, also auch eine Constante als Primfunction 
zu betrachten ist.) 
Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. 

Das Product, durch welches G(x) dargestellt wird, convergirt — 
wenn es aus unendlich vielen Factoren besteht — unbedingt und zu- 
gleich für alle Werthe von x, deren absoluter Betrag eine willkürlich 
anzunehmende Grenze nicht übersteigt, gleichmässig, vorausgesetzt, 
dass bei der angegebenen Zerlegung der Function G{x) so verfahren wird, 
dass die Reihe 



CO 



2</v(a) 



V = l 



unbedingt und für die in Rede stehenden Werthe von x gleichmässig con- 
vergirt; was unter allen Umständen möglich ist. Denn unter dieser 
Voraussetzung braucht man nur nachzuweisen, dass das Product 



fr* (f.*»*) 

v-i ^ v / 



die angegebene Beschaffenheit besitzt, was der Fall ist. wenn die folgende 
Bedingung erfüllt ist: Nach Annahme zweier positiven Grössen £, 5, von 
denen die erste beliebig gross , die andere beliebig klein sein kann , muss 
es möglich sein , eine Zahl n so zu bestimmen , dass das Product aus be- 
liebig vielen derjenigen Functionen 



E 



(i ' "*) ' 



in denen v > w , für jeden Werth ' von x , dessen absoluter Betrag kleiner 
als l ist, von der Einheit um eine Grösse abweicht, die ihrem absoluten 
Betrage nach kleiner als o ist. Dies ist aber in der That möglich. 
Nimmt man nämlich n so gross an, dass , a y j > 5 ist, sobald v > n, 
so hat man für jeden Werth von v, der grösser als w, und jeden Werth 
von x, dessen absoluter Betrag nicht grösser als § ist, 
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und es ist daher, wenn man von diesen Functionen E(- , w v j beliebig 
viele auswählt und das Product derselben gleich v 

-/Cr) 

e 

setzt, | f{x) | stets kleiner als 

oo co r t*-hWy 



y y _ l - : >. : 



von welcher Grösse gezeigt worden ist, dass sie für einen unendlich 
grossen Werth von n unendlich klein wird ; woraus sich das Behauptete 
sofort ergiebt, 

Es ist ferner zu beachten , dass die in den Primfactoren der Function 
G(x) vorkommenden Exponentialgrössen nicht vollständig bestimmt sind. 
Nimmt man nämlich eine Reihe rationaler ganzer Functionen (J^{x) so 
an, dass für jeden Werth von x 



oo 



I»)-o 



V=l 



ist — was auf unendlich viele Arten geschehen kann — so ändert der 
Ausdruck von O(x) seinen Werth nicht, wenn man in jedem seiner 
Factoren 

setzt. Umgekehrt erhellt, dass man auf diese Weise alle möglichen Dar- 
stellungen von 0{x) in der Form eines aus Primfunctionen gebildeten 
Products erhält. 

Endlich möge noch bemerkt werden , dass in dem häufig vorkommenden 
Falle, wo für eine bestimmte ganze und positive Zahl (i 



00 * n 

2 



v=l 



1 

a 



V 



einen endlichen Werth hat, die in den Functionen Er- , w v j vorkommenden 
Zahlen m v m 2 , . . . alle gleich (|i— 1) gesetzt werden können.*) 

*) Die in diesem und dem folgenden § enthaltenen Sätze habe ich bereits im Herbst 
1874 in meinen Universitäts -Vorlesungen ausführlich vorgetragen. 
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3. Eindeutige Functionen von x mit Einer wesentlichen 

singulären Stelle. 

Ist f(x) eine eindeutige Function von x mit der einen wesentlichen 
singulären Stelle oo, so lässt sich in dem Falle, wo sie ausserdem beliebig 
viele (auch unendlich viele) ausserwesentliche singulare Stellen hat, eine 
Function 2 (x) herstellen, für welche die Reihe der Null-Stellen identisch 
ist mit der Reihe der Null-Stellen der Function 



Dann ist G.,(x).f(x) ebenfalls eine ganze Function von x, und man hat, 
wenn diese mit Q x (x) bezeichnet wird, 

f(x) = <hM 
nx) o 2 (xy 

Zugleich sind diese Functionen G x (x), 2 (x) so beschaffen, dass sie für den- 
selben Werth von x nicht beide verschwinden. Und umgekehrt, wenn 
man zwei ganze Functionen von dieser Beschaffenheit willkürlich an- 
nimmt, und wenigstens eine von ihnen transcendent ist, so stellt der 
Quotient 

gi(*) 

eine eindeutige Function von x mit der einen wesentlichen singulären 
Stelle oo dar. 

Ist femer f(x) eine eindeutige Function mit einer (wesentlichen 
oder ausserwesentlichen) singulären Stelle c, so verwandelt sich, wenn 
man 

l 



x 1 = 



x — c 



setzt, f{x) in eine Function von x' mit der einen singulären Stelle oo, 
woraus sich 



™-°{^r) 
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ergiebt. Dabei ist G eine transcendente oder rationale Function , jenachdem 
die singulare Stelle c eine wesentliche oder ausserwesentliche ist. 

Ebenso ergiebt sich als allgemeiner Ausdruck einer eindeutigen 
Function von x, welche ausser einer wesentlichen singulären Stelle c 
beliebig viele ausser wesentliche hat, der Quotient 

wo die Functionen O v G 2 nicht beide für einen und denselben Werth 
von x verschwinden, und wenigstens eine von ihnen transcendent ist. 



4. Ein Hülfssatz. 

Ist F(y) eine eindeutige Function, welche nur die eine wesentliche 
singulare Stelle oo hat, und y(x) eine rationale Function wten Grades, 
welche an n verschiedenen Stellen (<\ , . . . c n ) gleich oo wird, so verwandelt 
sich F(y), wenn man y = y(x) setzt, in eine eindeutige Function von 
x mit den n wesentlichen singulären Stellen (r t , . . . r ). Man überzeugt 
sich indessen leicht, dass man auf diese Weise nur besondere Functionen 
dieser Art erhält. Wohl aber ist es möglich , wie bereits in § 1 angegeben 
worden und jetzt bewiesen werden soll, jede eindeutige Function f(x), 
deren wesentliche singulare Stellen (c x , . . . c n ) sind, in der Form 

n— i 



s * <» «) • fc^y 



darzustellen , wo c irgend eine der Grössen c Y , . . . c n bedeutet. 

Ich will zuerst annehmen, dass eine der wesentlichen singulären 
Stellen von f(x) , z. B. c x , den Werth oo habe , so dass 



? (ar) =--= fc + fc, as 4- 



_j n_ 

9 • • • ~i— — -^ — 



X Cn X (' 



ist, wo von den Constanten k XJ ...k n keine den Werth Null hat. Nimmt 
man dann zwischen x und einer andern Veränderlichen y die Gleichung 

<P(*) = V 
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an. so gehören zu jedem endlichen Werthe von// im allgemeinen n eben- 
falls endliehe und zugleich von den c 2 ,...r n verschiedene Werthe von *, 
welche mit a\^...x bezeichnet werden mögen; und man kann, wenn von 
denjenigen speciellen. nur in endlicher Anzahl vorhandenen Werthen von y 

für die unter den Grössen j\ >• sich gleiche finden, vorläufig abgesehen 

wird, n von y abhängige Grössen jP , F l ,...F n _ l dergestalt bestimmen, 
dass 

n—i 

5] ^V /,v ■"- f(*) tä für x 



T V 

J -p" ,J w 



\—i) 



Setzt man 



n(:,) (x- ,,).,. (;r-;, n ), II'(jr) '' H(j) 



<lx ' 



so ist 



w— i 



£i /X*v) H (*) 



^v* - Zj Ji'(x ) x 



•* V 



woraus sich — w r enn 



U') ^- X -• Ajir.' -; A ä .r -7 • • • -4 X n 

gesetzt wird, so dass also 
^„a" ^* ~( a v-i --A,)» -Ha-v-Xj^-T-A,)* -i --:-(as v i A,a\ ••• \-X n _ Y ) 



ist — die folgenden Formeln ergeben: 

*"-«--£ 1 n>ö* 

et v /"(^v) Y . v r v /"(.r v ) 






p VI /"Cfy) Y V ^v/X^-'v) V V ^ ^^ 
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Von diesen Ausdrücken F 0J F x , . . . F n _ l ist nun zu zeigen , dass sie ein- 
deutige Functionen von y mit der einen wesentlichen singulären Stelle 
oo sind. 

Setzt man 

(x — c 2 ) . . . (x - r„) -<K*)> 
so ist 

ty(x){${x)-y) = k x ll(;x), 

und es sind demnach X x , . . Z w _, sämmtlich ganze lineare Functionen von y. 
Die Ausdrücke 

än'W'ä'n'W ei "W" 

ferner, in denen die Grössen x v ...x H ebenso wie in X x . . . ^ symme- 
trisch vorkommen , haben gleichfalls eindeutig bestimmte Werthe für jeden 
Werth von y, der nicht zu den vorläufig ausgeschlossenen gehört; es 
reicht dies aber nicht aus zu dem Nachweise , dass sie — und mit ihnen 
^o » • • ^n-\ — Functionen der angegebenen Art von y sind, sondern es 
muss auch gezeigt werden , dass sich dieselben , wenn y in der Umgebung 
irgend eines bestimmten endlichen Werthes b angenommen wird , entweder 
unmittelbar oder doch, nachdem sie mit einer gewissen ganzen positiven 
Potenz von (y — b) multiplicirt worden, in der Form 

Wy-b) 
darstellen lassen. 

Wird zunächst b so angenommen, dass unter den Wurzeln der Glei- 
chung 9(0;) = b> welche mit a x , . . . a H bezeichnet werden mögen, keine 
zwei gleiche sich finden, so ist 

?'(0 (v = l f ...w) 

nicht gleich Null, und es hat also die Gleichung 

welche, wenn x in der Umgebung von « v angenommen wird, auf die 
Form 

¥'(ei v ) . {x - tf v ) -I- \- <p" (O . (x - rt v ) 2 -! • • • = y - b 
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gebracht werden kann, für hinlänglich kleine Werthe von {y — b) eine 
in der Form 

a, + (y-b)%(y-b) 

darstellbare Wurzel. Wird diese mit # v bezeichnet, so hat man, da II f (a v ) 
nicht gleich Null, und a v nicht eine der wesentlichen singulären Stellen 
der Function f(x) ist, für X = 1 , . . . n, 

[['( x \ ~~ V^v a v) 4*vv*v a v/ > 

% 

wo m v Null oder eine ganze positive Zahl ist, jenachdem f{x) in der Um- 
gebung von a v sich regulär verhält oder nicht. Bedeutet also m die 
grösste der Zahlen m l , . . . m n , so ist 

Hat aber b einen solchen Werth, dass die Gleichung 

<p(x) = b 

weniger als n von einander verschiedene Wurzeln besitzt, so sei a eine 
derselben, und (i die Ordnungszahl der niedrigsten Ableitung von 9 (sc), 
welche für x = a nicht verschwindet. Dann lässt sich die Gleichung 

<p(x) = y, 

wenn x in der Umgebung von a angenommen wird, auf die Form 

9 (a ) .(x — a) + -, -77 9 (a) . (x — a) -f • • • = y — 



l*! T v/ ' v ' (|t + l)! 
bringen, und es giebt, wenn man 






setzt, eine Reihe von der Form 



a + Y)$(Tj), 
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welche, für x gesetzt, bei hinlänglich kleinen Werthen von (y — b) die 
Gleichung 

befriedigt; wobei zu beachten ist, dass ^(rj) für yj - nicht verschwindet. 
Fixirt man also einen der |x Werthe von r^ und setzt 

£ =-- C , 

x x = a -I T)^(rj), J' 2 - a -r er^(£T)), ... ^ - a -i- e^ ^(^~\) , 

so sind jcj, # 2 , . . .x^ diejenigen |jl Wurzeln der Gleichungf welche für 
y =» & den Werth a annehmen. Man hat dann , da die niedrigste Ablei- 
tung von II(#), welche für y = b, x = a nicht verschwindet, die |xte 
ist, für v — l, ... (x 

IT(a v ) = »a-r ' 4 (n - 1) X, xf + ■ ■ • + *„_, = O^)"" 1 W«""'»]) , 

wo ^J(£ v_1 yj) für >j = nicht verschwindet, und, wenn für Werthe von x 
in der Umgebung der Stelle a 

f(x) =■-- (x - af m [A n-A^x-a)^ ], 

so ist 

Aus der Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung müssen nun, da 

|i e (v--l)P 

V=l 

nur für solche ganzzahlige Werthe von p , die durch |x theilbar sind , einen 
von Null verschiedenen Werth hat , alle Potenzen von rj , deren Exponent 
nicht ein Vielfaches von |x ist, fortfallen; und es ist daher 



S f w j( »- i) " ,, ^- i) 



v = l v ~v 



Hat also die Gleichung 

y(x) --= b 
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r von einander verschiedene Wurzeln a x a , und haben |x x , w/ x für « x 

dieselbe Bedeutung wie im Vorstehenden |i, m für a, so ergiebt sich für 
hinlänglich kleine Werthe von (y — b) 

2j rrvTY" = 2j (v ~ ft ) ^x (y - b ) , 

v=i A1 v*W x =l 

und somit, wenn jetzt m die grösste der Zahlen m % bedeutet, ganz so 
wie in dem Falle, wo unter den Wurzeln der Gleichung y(x) = b sich 
keine zwei gleiche finden, 



(y-^H^f^-r^-b). 



v=l 



Hiermit ist bewiesen, dass die Ausdrücke 



^4~70r v ) 



^"Tr^T (X-l f ...n) 

und daher auch die Grössen jP , . . . -F^,, welche jetzt mit 

F (y) , . . . F n ^(y) 

bezeichnet werden mögen , eindeutige Functionen der Veränderlichen y mit 
der einen w r esentlichen singulären Stelle oo sind. Zugleich folgt aus dem 
Vorstehenden, dass F (y) , . . . F n _ l (y) in dem Falle, ' wo es für die 
Function f(x) ausserwesentliche singulare Stellen nicht giebt — die Zahl 
m also stets gleich Null ist — sämmtlich ganze Functionen von y sind. 
Der Definition dieser Functionen F^(y) gemäss besteht nun die 
Gleichung 



v=o 



wenn für irgend einen endlichen Werth von y die Grösse x der Gleichung 
?(#) = y genügt. Versteht man also unter x' irgend einen endlichen, 
von den c 2 ,...e w verschiedenen Werth und setzt y = y(x t ), so kann 
man x = x' nehmen, und erhält dann 



n — 1 



2 -F v (?(z'))*' v = f(x'); 
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d. h. es gilt für jeden Werth von #, der nicht in der Reibe (oo, <\ r . . . r n ) 
enthalten ist, die Gleichung 

v = 

Es ist angenommen worden, dass c x gleich oo sei, weil dann einem 
endlichen Werthe von y stets endliche Werthe der Grössen rr 2 , ... oc n ent- 
sprechen, und somit bei dem Beweise des vorstehenden Satzes das Ver- 
halten der Functionen F^(y) in der Umgebung der Stelle oo nicht be- 
sonders untersucht zu werden braucht. Sind aber c x , ... c n sämmtlich end- 
liche Grössen, so setze man 

und bezeichne mit cp^), f(z) die Functionen, in welche sich <p(x), f(x) 
dadurch verwandeln. Dann hat man 

K K 

? (*) - K + K*+ y_ r ; t • • • + —y ' 

— wo die (&', c') wieder Constanten bedeuten — und es sind (oo, c' , ... <•' ) 

die wesentlichen singulären Stellen für die Function f(z). Man hat also, 
wenn man jetzt die Functionen F (y), ... F n __ l (f/) für die Function f(z) 
ebenso bestimmt wie im Vorhergehenden für f(x) } 

v=o 

oder 

n— 1 



S^(tw).(-^) =m 



In dieser Form, welche in die vorher aufgestellte übergeht, wenn 
man (^ = 00 setzt, kann also die Function f(x) stets dargestellt werden, 
wenn <p(sr) eine beliebige rationale Function nten Grades ist, welche an 
jeder der n wesentlichen singulären Stellen der ersteren unendlich gross 
wird.*) 



*) Es lassen sich leicht auch ähnliche Ausdrücke von f(x), in denen die Grössen 
c, , ... c n symmetrisch vorkommen , aufstellen ; es genügt aber der vorstehende für den 
zunächst ins Auge gefassten Zweck. 
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5. Eindeutige Functionen von x mit einer endlichen 
Anzahl (wesentlicher oder ausserwesentlicher) singulärer 

Stellen. 

Eine rationale Function f(x) mit den singulären (ausserwesentlichen) 
Stellen c . , ... c lässt sich bekanntlich in der Fora 

n 



£<H^) 



darstellen, wo G v ...Q n rationale ganze Functionen bedeuten. 

Es soll nun gezeigt werden, dass jede eindeutige Function f(x) mit 
einer endlichen Anzahl (wesentlicher oder ausserwesentlicher) singulärer 
Stellen (c 1 , . . . c n ) in derselben Form ausgedrückt werden kann, und zwar 
dergestalt, dass unter den Functionen 



( 



K (^<d 



so viel transcen deute vorkommen, als /'(;*•) wesentliche singulare Stellen hat. 
Es möge zunächst /'(;/•) nur wesentliche singulare Stellen haben. 
Dann sind, wenn man /'(#) auf die im vorhergehenden § auseinander- 
gesetzte Weise in der Fora 



v ^ o V- ( i/ 



darstellt, die Functionen F v (//), wie nachgewiesen worden ist, sämmtlich 
ganze Functionen von y, so dass man 



oo 



*'vW) -I>V-rH»')) 



A^-«> 



hat, wo die F y x von x unabhängige Grössen sind. 
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Für alle Wert he von x, bei denen der absolute Betrag von (x — r x ) 
unterhalb einer bestimmten Grenze bleibt, ist nun 



<p(*) = - — --^(ar-c,), 



x — c 



00 _i 1 



X=o 



und somit, wenn man 



00 



|l = 



setzt, 



OO / CO 






— X -K fJt ! 



Die Doppelsumme auf der Rechten dieser Gleichung hat aber die Eigen- 
schaft, dass sie convergent bleibt, wenn man jedes ihrer Glieder durch 
dessen absoluten Betrag ersetzt. Convergirt nämlich die Reihe ?ß(jr — i\), 
wenn der absolute Betrag von (x — <\) kleiner als p ist, so lässt sich eine 
positive Grösse g so bestimmen, dass jeder Coefficient von ?ß (# — <•) dem 
absoluten Betrage nach kleiner ist als der entsprechende Coefficient in der 
Entwickelang der Function 



ff 



x — c, 



1- 



und dann ist, wenn 



x — c, 



= 5 gesetzt und £ < P angenommen wird, 



00 

S 

[1 = 



A \^(x- C i) 



-X+H 



^- x ('-d ■ 



also 



00 00 



(^x-A^x-cj-^) 



M*^H)-y 
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woraus sich das Behauptete sofort ergiebt, indem die Summe 



CO 



SC'v.xl.y) 



A=0 



für jeden endlichen Werth von y einen ebenfalls endlichen Werth hat. 
Die Doppelsumme, durch welche F^(y(x)) ausgedrückt worden, con- 
vergirt also unbedingt, und es ist daher gestattet, in ihr alle Glieder, 
welche dieselbe Potenz von (x — c t ) enthalten, in eines zusammenzuziehen. 
Geschieht dies in den Ausdrücken sämmtlicher Functionen 



F. 



V 



(?(*)) , 



so ergiebt sich 



M-Tt^^)***^*-^ 



für alle Werthe von x, bei denen der absolute Betrag von (x — c x ) kleiner 
als p ist. 

Die Reihe 



CO } 

X = I \X — i\J 



convergirt hiernach für beliebig grosse Werthe von , und ist also 



*k C | 



eine ganze Function dieser Grösse, welche mit OA- — -) bezeichnet 

werden möge. 

Man hat dann 



f (*) - °i (^r) - v m (* - c i) ; 



d. h. die Differenz 



™ ~ G > (^7) 



verhält sich in der Umgebung der Stelle c x regulär. 
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Versteht man nun unter G w ( -j die Function, welche in Be- 

Ziehung auf die singulare Stelle c v dieselbe Bedeutung hat wie Y \——\ 
in Beziehung auf die Stelle c v so ist 

eine eindeutige Function von x, welche sich in der Umgebung jeder be- 
liebig angenommenen Stelle regulär verhält. Denn die Function oJ j 

\x c v / 

verhält sich regulär in der Umgebung jeder von c v verschiedenen Stelle; 
es könnte also jene nur die singulären Stellen c x , . . . c n haben , was nach 
dem eben Bewiesenen nicht der Fall ist — und hieraus folgt , wie schon 
in § 1 gezeigt worden, dass sie einen constanten Werth hat, der mit C 
bezeichnet werden möge. 
Es ist also 



m=c + ± 0,(^-3 



oder auch, wenn man zu den Functionen (?.,...(? constante 
Glieder, deren Summe gleich C ist, hinzufügt 



fv-pkhy 



Wenn nun ferner f{x) die m wesentlichen singulären Stellen (c { , . . . c m ), 
und die (n — m) ausserwesentlichen (r m+1 , . . . c n ) hat, so lässt sich, wenn v 
eine der Zahlen (m-hl),...n ist, und x in der Umgebung von r v an- 
genommen wird, 

f(x) in der Form (x - r v )~ '"' . {ff + cf% - c v ) -+■ - • •) 

darstellen. Setzt man also 

m v — i 



x=o V' v/ 

A*)-Sö ( v(~-)'/ , ,W, 
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so ist f x (x) eine eindeutige Function, welche m wesentliche singulare 
Stellen (c J? ... e ), aber keine ausserwesentliche hat, und deshalb nach 
dem Vorhergehenden in der Form 



,?, ö -(^) 



dargestellt werden kann. 

Man hat also auch in diesem Falle 



/w ~±H^) 



mit dem Unterschiede, dass jetzt unter den Functionen (? v nur 
m transcendente sich finden. 

Hiermit ist der in § 1 unter (B, 1) angegebene Satz vollständig 
bewiesen.*) 



6. Eindeutige Functionen von x, welche n wesentliche 

singulare Stellen besitzen, an jeder andern Stelle aber 

einen endlichen und von Null verschiedenen Werth 

haben. 

Ist f(x) eine Function dieser Art, so hat man, wenn x in der Um- 
gebung irgend einer nicht singulären Stelle a angenommen wird, 

f(x) -- -4 -+ A x (x - a) -f- A 2 (;/• - af-\ , 

wo Aq nicht gleich Null ist. Daraus folgt, wenn a nicht oo ist, 

f(x) dx ^ h 



*) Es bedarf kaum der Erinnerung, dass unter Voraussetzung einiger Sätze, die 
nicht den ersten Elementen der Functionenlehre angehören, der im Vorstehenden ent- 
wickelte Ausdruck von f(x) auf kürzerem Wege ohne den im vorhergehenden § be- 
wiesenen Hülfssatz hatte hergeleitet werden können. Indess giebt dieser Hülfssatz, 
auch abgesehen von dem Gebrauch , der von ihm gemacht worden ist, einen an sich 
bemerkenswerthen allgemeinen Ausdruck der untersuchten Functionen, den ich nicht 
übergehen mochte. 
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dagegen, wenn in dem Falle, wo die singulären Stellen (^i,...c m ) von 
fix) alle im Endlichen liegen, a — oo genommen wird, also x — a = — 
zn setzen ist, 



l df(x) 



x £ \x / 



f{x) dx 

Die Function 

1 äfi?± 
f{x) dx 

hat also nur die n singulären Stellen c x , . . . c n , und kann daher wie im 
vorhergehenden § gezeigt worden, in der Form 



^tH^rr) 



dargestellt werden, so dass in den Functionen Ö v kein constantes Glied 
vorkommt. 

Ist c v nicht oo, und k y der Cogfficient von in 6? v , so lässt 

X Cy 

sich 

gJ— 1 —) auf die Form — v — + ~ äJ— 1 —) 

y \x — c v / x — (\ dx y \x — cj 

bringen, wo auch öyj—-—^) eine ganze Function von ohne con- 

\X ( y/ X Cy 

stantes Glied ist. In dem Falle, wo die c v sämmtlich endliche Werthe 
haben, ist ferner, wenn x dem absoluten Betrage nach grösser als jeder 
dieser Werthe ist, 

es muss also 

c=o, f> v = o 

v=l 

sein, und man hat 



t 



fix) dx dx^ { "\x-cj y^X-Cy 
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Wenn dagegen eine der Grössen c v den Werth oo hat, so möge c n diese 
sein; dann ist 

d 



C +°n(~)= C + G n{x) = ^Gn(x), 



wobei man O n (0) = annehmen kann; man hat also in diesem Falle 



f\x) dx dx £* l "\x — cj ~ v x — c v 

Es ist nun zunächst zu zeigen, dass in beiden Fällen die ft v sämmtlich 
ganze Zahlen sind. 

Man setze, unter p eine constante, und unter x eine veränderliche 
reelle Grösse verstehend, 

x% = c x + pe xi , 

wo X im ersten Falle eine der Zahlen 1 , . . . n und im zweiten eine der 
Zahlen 1 , ... (n — 1) bedeutet. Dann lässt sich, wenn man p hinreichend 
klein annimmt, in beiden Fällen die Summe der Grössen 

7<; v dx z 
auf die Form 

bringen; und es ist 

Daraus folgt, wenn man 

F(x) = e v=l 
setzt: 

wo C eine von x unabhängige Grösse bedeutet. 
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Vermehrt man in dieser Gleichung x um 2tt, so bleibt x z ungeändert; 
es muss also 

e K =1 

und somit Zc v eine ganze Zahl sein. 

Setzt man jetzt, unter C eine Constante verstehend, 

B*(x) = C fl(x - crf", 

V = l 

wo e = oder 1 zu nehmen ist, jenachdem c n einen endlichen Werth 
hat oder nicht, so ist 

l dR*(x) n ^ 6 k 



R*(x) dx 






v=l 



und es ergiebt sich bei gehöriger Bestimmung der Constante C 

n Gf- 1 ) 

f{x)~=R*(x).\\e C ' • 

v — i 

Da nun in dem Falle, wo die Grössen c v sämmtlich endliche Werthe 
haben, 

v.= l 



ist, so ist für x = cxd die Function R*(x) weder Null noch unendlich 
gross ; sie ist also eine rationale Function von x , welche an jeder Stelle, 
die nicht zu den singulären Stellen von f(x) gehört, einen endlichen und 
von Null verschiedenen Werth hat. Für n -= 1 reducirt sich dieselbe 
auf eine Constante. 

Es lässt sich also jede Function f(x) von der oben angegebenen 
Beschaffenheit in der bereits in § 1 aufgestellten Form ausdrücken. 

Umgekehrt stellen die vorstehenden Formeln stets eine Function dieser 
Beschaffenheit dar, wenn man die Grössen r,, ... c n und die Function 

G v r-_— j willkürlich, die Function R* (x) aber so annimmt, dass sie 
die angegebene Eigenschaft besitzt. 
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Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Wenn von einer eindeutigen 

Function f(x) feststeht, dass nicht nur sie selbst, sonderen auch jr-^ 

in der Umgebung jeder Stelle, welche nicht zu einer Reihe gegebener 
Stellen {c x , . . . c n ) gehört, sich regulär verhält, während über ihr Verhalten 
in der Umgebung einer der letzteren Stellen nichts bekannt ist, so ergiebt 
sich ebenso wie im Vorstehenden 



n , w— s 7 . 7 n 



/(*•) dx V ^J v \x-cJ ^x-Cy dx£{ v \a;-c v /' 

fix) = R*(x) f[ e°^*= F *\ wo R*(x) = cf[ (* - c,)*" , 



V=I V=l 



mit dem Unterschiede , dass jetzt die Functionen (? v zum Theil oder auch 
alle gleich Null sein können. 



7. Eindeutige Functionen von x mit n wesentlichen und 
beliebig vielen ausserwesentlichen singulären Stellen. 

Das Verfahren, durch welches man mit Hülfe der in den §§ (2 — 6) 
entwickelten Sätze zu den in der Einleitung unter (B, 2) und (C, 1 u. 2) 
aufgestellten Ausdrücken einer eindeutigen Function /■(#) mit einer end- 
lichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen gelangt, ist der Haupt- 
sache nach bereits in § 1 so vollständig auseinander gesetzt worden, dass 
nur Weniges hinzuzufügen bleibt. # 

Hat die darzustellende Function keine Null -Stellen, so sind 
die a. a. 0. mit C? (V) bezeichneten Functionen sämmtlich durch die Zahl 1 
zu ersetzen. 

Hat sie Null-Stellen in endlicher Anzahl, so kann man dieselben 
in beliebiger Weise den wesentlichen singulären Stellen zuordnen; es 

werden dann die (v) ( -) rationale Functionen, welche zusammen- 

genommen dieselben Null-Stellen wie f(x) haben. Am einfachsten ist es 
in diesem Falle, eine der Functionen ö (v) so zu bestimmen, dass die 
Eeihe ihrer Null-Stellen mit der von f(x) übereinstimmt, und die übrigen 
dann durch die Zahl 1 zu ersetzen. 
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In dem Falle endlich, wo f(x) unendlich viele Null -Stellen hat, 
giebt es unter den wesentlichen singulären Stellen mindestens eine — sie 
möge mit c x bezeichnet werden — die so liegt, dass in jeder Umgebung 
derselben unendlich viele Null-Stellen von f(x) vorhanden sind. Ist dann 
(\ irgend eine der übrigen wesentlichen singulären Stellen, und versteht 
man unter C x diejenige Umgebung derselben, in welcher 



x-e x 



< 



ist, so kann man p so klein annehmen, dass C x nur die eine wesentliche 
singulare Stelle c x , und Null -Stellen nur in dem Falle enthält, wo in 
jeder Umgebung von c x sich solche finden. Wenn man dabei p auch so 
annimmt , dass an der Grenze von C } keine Null-Stellen liegen , und dann 
unter C x denjenigen Theil des Gebietes von x versteht, der nach Aus- 
scheidung von C 2 , C 3 , . . . übrig bleibt, so ist das ganze Gebiet dergestalt 
in Theile C v C 2 , ... zerlegt, dass sich in der a. a. 0. beschriebenen Weise 
Functionen 



G \x-c)> G[2) \x-c) J •" 



bilden lassen, deren Null-Stellen beziehlich die in C x , C 2 , ... enthaltenen 
Null-Stellen von f(x) sind. Dabei ist, wenn es in einem dieser Theile 
keine Null -Stellen von f(x) giebt, die entsprechende Function ö (v) durch 
1 zu ersetzen; woraus erhellt, dass man auf die angegebene Weise ver- 
fahrend die geringste Zalü von Functionen # (v) (- j erhält, für welche 

die Gesammtheit ihrer Null-Stellen identisch ist mit der Reihe der Null- 
Stellen der Function /"(%;). 

Wenn nun ferner f(x) — wie in § 5 angenommen worden — 
n (wesentliche oder ausserwesentliche) singulare Stellen (r 1? ... c n ) hat, 
so sind wieder drei Fälle zu unterscheiden. 

Die singulären Stellen können sämmtlich wesentliche sein — dann 
ist, wenn man 

setzt, f(x) eine Function von der im vorhergehenden §. vorausgesetzten 
Beschaffenheit, so dass sie sich, da jede ihrer wesentlichen singulären 
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Stellen in der Reihe c, , ... c n enthalten ist, in der Form 

V=l 

darstellen lässt — wobei zu beachten ist , dass nach dein am Schluss d. a. § 
Bemerkten die Functionen 6 T V zum Theil oder auch alle gleich Null sein 
können. Setzt man also 



G 



so ergiebt sich 

n 



x-^y-^M;.--,)- 






Hat ferner /"(a*) m wesentliche singulare Stellen (<*,,... O und (n — *w) 

ausserwesentliche (r w+1 ....<•„) , so möge, wenn v eine der Zahlen m i 1 , ... n 

ist, w v die kleinste positive ganze Zahl sein, durch welche bewirkt wird, 

dass .„ 

(r-c) "f'U) 

für jr- e v einen endlichen Werth erhält. Setzt man dann 
und 






so ist f(x) eine Function, welche die m wesentlichen siugulären Stellen 
((*!,... c m ), aber keine ausserwesentliche hat, mithin in der Form 






ausgedrückt werden kann. 

Sind endlich c x , . . . c n sämmtlicli ausserwesentliche singulare Stellen 
für die Function, und hat w v dieselbe Bedeutung wie oben, so ist, wenn 
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von den Grössen c lf ...c n keine den Werth oo hat, 



f{x)~ 



0{x) 



(x - c,) m > . . . (x - c n ) m * 



wo Q(x) eine ganze rationale Function von nicht höherem als dem 
(j»j+ • • • + j« B )ten Grade bezeichnet — dagegen, wenn c M = oo, 



fix) = G(X) 



(as-f i r i ..-(*-c B _,) w »- 1 ' 



wo der Grad von Qix) den des Nenners um m M Einheiten übertrifft. Man 
kann daher, in beiden Fällen fix) auf die Form 



bringen , in der Art , dass G v ( ) eine ganze rationale Function m v ten 

Grades von ist. 



x — r v 



Hiernach kann also jede eindeutige Function von x mit n singulären 
Stellen in der in § 1 unter (B, 2) aufgestellten Form 



£[<?.(—)•**« 



ausgedrückt werden. Dabei ist zu beachten, dass R*(x) — wie a. a. 0. 
angegeben worden — nur an solchen Stellen, welche sich unter den 
wesentlichen singulären Stellen der darzustellenden Function finden, 
Null und unendlich gross wird; so wie auch, dass keine der Functionen 

(? v f ] , wenn dieselben in der beschriebenen Weise gebildet werden, 

\X (*y/ 

an einer der Stellen t\ , . . . c n verschwindet und sich auch nicht auf eine 
Constante reducirt. Zugleich erhellt, dass, wenn die Functionen (? v , R* 
diesen Bedingungen gemäss, im Übrigen aber willkürlich angenommen 
werden , die vorstehende Formel auch stets eine eindeutige Function von x 
mit n singulären Stellen dargestellt. 
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Jetzt sei f(x) eine beliebige eindeutige Function mit den n wesent- 
lichen singulären Stellen (q, . . . c n ). Dann ist wieder, wenn man unter 



°^\x-c)>" M *»\x-cJ 



die Functionen versteht, welche zur Function 77-7 in derselben Beziehung 

fix) 
stehen wie 



G m (-±-),...G (n) (-±-) 



zu f(x)*) — so dass die Gesammtheit ihrer Null -Stellen identisch ist mit 
der Reihe der Null-Stellen von y;-\ — und 

setzt, f { (x) eine Function von derselben Beschaffenheit wie die im Vor- 
stehenden so bezeichnete. Man erhält also, wenn man für dieselbe den 
angegebenen Ausdruck setzt und 

^(--i-yM^-y m it 0/-M 

\x — cj \x— cJ 



bezeichnet 






v=l 



Dies ist der in § 1 unter (C, 2) gegebene Ausdruck von f(x). 



*) Es ist zu beachten, dass die zur Definition der Functionen Gr n4 _ v erforderliche 
Zerlegung des üebietes von x in n Theile den in Beziehung auf die Function f(x) ge- 
gebenen Bestimmungen gemäss auszuführen ist, so dass diese Theile nicht nothwendig 
dieselben werden wie die vorhin mit C x , C 2 , ... bezeichneten. 
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Die in diesem Ausdrucke vorkommenden Functionen (?,,... 2n sind 
so beschaffen, dass nicht zwei derselben eine gemeinschaftliche Null-Stelle 
haben , und auch keine von ihnen an einer der Stellen c, , . . . c n verschwindet. 
Ferner ist von den Factoren des Nenners jeder, welcher nicht unendlich 
viele Null-Stellen hat , eine rationale Function , und der entsprechende des 
Zählers dann nothwendig eine transcendente. Dabei darf angenommen 
werden, dass die Anzahl derjenigen Factoren des Nenners, welche nicht 
gleich 1 sind, ein Minimum sei; dann ist in dem Falle, wo f(x) unendlich 
viele ausserwesentliche singulare Stellen hat, jeder dieser Factoren eine 
Function mit unendlich vielen Null-Stellen , während im entgegengesetzten 
Falle der Nenner sich auf eine rationale Function von x mit Einer — in 
der Reihe q , . . . c n enthaltenen — singulären Stelle , oder auch auf eine 
Constante reducirt. R*(x) hat dieselbe Bedeutung wie im vorher be- 
trachteten Falle. 

Zugleich ist klar, dass der vorstehende Ausdruck stets eine eindeutige 
Function von x mit den n wesentlichen singulären Stellen (c x , . . . c n ) dar- 
stellt, wenn die Functionen 

«, fc^r) • ■ ■ • «„(^T n ) • *« (i-~) • • • • ».(^ • **<*> 

so angenommen werden, dass sie die angegebene Beschaffenheit haben, im 
Übrigen aber willkürlich gewählt sind. 

Die Function R*(x) kann in der Form 



<*, 



\x-cj 



wo <\ eine beliebige der Grössen q, . . . r w bedeutet, dergestalt ausgedrückt 

werden, dass Ö*, (?* rationale ganze Functionen von ^""^ olme S e " 

meinschaftlichen Theiler sind. 

Es lässt sich also der allgemeinste Ausdruck einer ein- 
deutigen Function von x mit den n wesentlichen singulären 
Stellen c 1? ...c n auch in der Form 



n g v(^r v ) 
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darstellen, wo die Functionen G v ... G 2n dieselbe Beschaffenheit 
wie in dem vorhergehenden Ausdruck haben, mit der Modifi- 
cation, dass jetzt auch ein Factor des Zählers und der ent- 
sprechende des Nenners an einigen der Stellen c 1? . . . c n beide 
verschwinden können. 

Übrigens erhellt, dass beide Ausdrücke, wie auch die Functionen 
G x , ... G 2n angenommen werden mögen , stets eine eindeutige Function 
von x darstellen, deren wesentliche singulare Stellen sich sämmtlich in 
der Reihe c 1? ... c n finden; so wie auch, dass t\ wirklich eine wesentliche 
singulare Stelle dieser Function ist, wenn unter den übrigen Grössen c v 
keine ihr gleiche sich findet und der Quotient 



G x 



\x — cj 
n+l\x-vj 



G 



sich nicht auf eine rationale Function reducirt. 

Der zweite Ausdruck von f(x) kann nun auf doppelte Weise noch 
weiter entwickelt werden. 

Setzt man 

f x (*) 

n 



'.<*>-n>k-J- 



so sind f l (x) J f 2 (x) Functionen von x, welche sich in der Umgebung jeder 
von Cj , ... c n verschiedenen Stelle regulär verhalten , und deshalb nach 
§ 5 in der Form 

n oo 

t\(x) = A f- 2 2 -Vv( x ~~ ^v)"* 1 » 

n oo 

V=l Jl = l 

4 
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dargestellt weiden können, wo die Coefficienten 

Constanten und so beschaffen sind, dass die Reihen für jeden von c A , ... c n 
verschiedenen Werth der Veränderlichen x unbedingt convergiren. So 
ergiebt sich der in § 1 unter (C, 1) aufgestellte Ausdruck von f{x). 

Wenn man ferner das in § 2 auseinander gesetzte Verfahren zur Zer- 
legung einer ganzen eindeutigen Function in Prünfactoren auf die Func- 
tionen O l , ... G m anwendet, so erhält man jededer Functionen f^x), f 2 (x)i 
wofern sie nicht selbst eine Primfunction ist, als Product von (rationa- 
len oder transcendenten) Primfactoren dargestellt, und zwar so, dass die 
singulare Stelle jedes einzelnen eine der wesentlichen singulären Stellen 
von f{x) ist, und das Product, falls es aus unendlich vielen Factoren be- 
steht, in jedem Theile des Gebiets von x, der weder im Innern noch an der 
Grenze eine der Stellen c x , ... c n enthält, unbedingt und gleichmässig 
convergirt. 

Hiermit ist vollständig nachgewiesen , wie sich jede eindeutige Func- 
tion f{x) mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen aus 
den einfachsten Functionen mit Einer (wesentlichen oder ausserwesent- 
lichen) singulären Stelle durch arithmetische Operationen zusammensetzen 
lässt. 

Es bleibt aber noch übrig zu ermitteln, wie eine solche Function sich 
in der Umgebung einer ihrer wesentlichen singulären Stellen verhält. 



8. Verhalten der untersuchten Functionen in der Um- 
gebung einer ihrer wesentlichen singulären Stellen. 

Ist f(x) eine ganze eindeutige Function , so weiss man, dass es un- 
endlich grosse Werthe von x giebt , für welche der Werth von f(x) eben- 
falls unendlich gross ist — mit andern Worten, dass sich, wenn a, b 
zwei willkürlich angenommene positive Grössen sind, unter den Werthen 
von x, die ihrem absoluten Betrage nach grösser als a sind, stets solche 
finden, für die der absolute Betrag von f(x) grösser als b ist. 

Dasselbe gilt für jede eindeutige Function von x mit der einen wesent- 
lichen singulären Stelle oo. Man denke sich nämlich eine solche Function 
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so, wie in § 3 angegeben worden, in der Form 






ausgedrückt, so hat man zwei Fälle zu unterscheiden. Ist der Nenner 
eine transcendente Function , so verschwindet derselbe für unendlich viele 
Werthe von x\ unter diesen giebt es also noth wendig unendlich grosse, 
und in einer unendlich kleinen Umgebung eines solchen Werthes ist der 
Werth von fix) unendlich gross. Ist aber G 2 (x) eine rationale Function, 
so kann 



GAx) G^(x) 

~ , N auf die Form 77-,— r + GAx) 
2 (x) G 2 (x) 4 



in der Art gebracht werden, dass G^(x) eine rationale ganze Function von 
niedrigerem Grade als G 2 (x), und G A (x) eine transcendente ganze Function 
ist; woraus sich, da der Quotient 



G,(*) 



für jeden unendlich grossen Werth unendlich klein ist, die Richtigkeit 
des Behaupteten auch in diesem Falle ergiebt. 

Dies vorausgeschickt bedeute jetzt f(x) wieder eine beliebige ein- 
deutige Function mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen, 
so kann dieselbe, wenn c irgend eine dieser Stellen ist, nach dem vor- 
hergehenden § in der Form 

XX (/ .F(x) 



f n + i( x - c ) 



dergestalt ausgedrückt werden, dass Fix) in der Umgebung der Stelle c 

sich regulär verhält, aber für x — c nicht verschwindet. Es giebt 

also, wenn p, B positive Grössen sind, von denen die erste beliebig klein 

4* 
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und die andere beliebig gross angenommen werden kann, Werthe von x, 
für die 

| x — c | < p , | f{x) | > R 

ist. 

Nun hat aber, wenn C eine willkürlich anzunehmende Grösse bedeutet, 
die Function 



fix) - C 



dieselben wesentlichen singulären Stellen wie f(x)\ es existiren also auch 
Werthe von x, für die 



\x — c\ <p , 
ist. 



f{x) - C 



>R, \f(x)-C\ < l 



R 



Hiernach ändert sich die Function f(x) in einer unendlich 
kleinen Umgebung der Stelle c in der Art discontinuirlich, 
dass sie jedem willkürlich angenommenen Werthe beliebig nahe 
kommen kann, für x = c also einen bestimmten Werth nicht be- 
sitzt; was sich in den entwickelten Ausdrücken der Function 
dadurch zu erkennen giebt, dass dieselben für x = c aufhören, 
eine Bedeutung zu haben. 



^P^^ 



Über einen functionentheoretischen Satz 
des Herrn G. Mittag-Leffler. 



Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu 

Berlin vom August 1880. 



Über einen functionentheoretischen Satz des 

Herrn G. Mittag -Leffler. 

Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 

vom August 1880. 



In den Berichten der Akademie der Wissenschaften zu Stockholm*) 
a. d. J. 1877 hat Herr Mittag-Leffler im Anschluss an meine in den 
Denkschriften unserer Akademie a. d. J. 1876 veröffentlichten Unter- 
suchungen über die eindeutigen analytischen Functionen einer Veränder- 
lichen einige sehr beachtenswerthe Theoreme entwickelt. Unter denselben 
ist von besonderer Wichtigkeit das nachstehende, auf welches näher ein- 
zugehen ich aus dem Grunde Veranlassung habe, weil es mir dazu gedient 
hat, die Ergebnisse meiner Arbeit in mehreren wesentlichen Punkten zu 
vervollständigen : 

„Es seien gegeben 

1) eine unendliche Reihe bestimmter endlicher Grössen: 

a l , a 2 , a 3 , . . . , 

unter denen keine zwei gleiche sich finden, und die der 
Bedingung 

Lim. a v = oo 

V=oo 

genügen; und 

2) eine unendliche Reihe rationaler Functionen einer Verän- 

derlichen x: 

/i(aO> f 2 (x)> /»O*)» ••• > 

von denen /* v (x) nur an der Stelle (x -= a v ) unendlich gross 
wird, und für x = oo verschwindet. 



*) Öf versigt af Kongl. Wetenskaps-Akademiens Förhandlingar, 1877. 
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Dann lässt sich stets eine eindeutige analytische Function F(x) 
mit der einen wesentlichen singulären Stelle oo bilden, welche 
nur an den Stellen «,, a 2J a :i , ... unendlich gross wird, und 
zwar so, dass — für jeden bestimmten Werth von v — die 
Differenz 

an der Stelle (x -= n v ) einen endlichen Werth hat, und daher 
innerhalb einer gewissen Umgebung dieser Stelle 

F(x) in der Form f y (x) -+- ty(x - a v ) 

dargestellt werden kann." 
HeiT Mittag-Leffler beweist diesen Satz, indem er zeigt, dass 
sich aus den gegebenen Functionen 

f\(*)i ^>(* r )' f*( J 'h • • • 
eine Reihe anderer rationalen Functionen: 

F x {x), F 2 (x), F,(x) y ... 

dergestalt ableiten lässt, dass jede der Differenzen 

F^') - W), F,(.,) - /;(,), F,(x) - f,(x), . . . 

eine ganze Function von x oder eine Constante ist, und zugleich die 
unendliche Reihe 



CO 



2] F v (.r) 



V=l 



innerhalb jedes Bereichs, der keine der Stellen a l9 a 2 , a 3 , ... enthält, 
gleichmässig convergirt, woraus sich folgern lässt, dass dieselbe eine 
Function F(x) von der angegebenen Beschaffenheit darstellt. 

Man kann indess für die Functionen F^(x) eine einfachere Bildungs- 
weise als die von Heini Mittag-Leffler auseinandergesetzte angeben 
und dadurch den Beweis des Satzes erheblich vereinfachen. 

Man nehme eine unendliche Reihe positiver Grössen: 



e i j e 2 » e a » • * * » 
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deren Summe einen endlichen Werth hat, und ausserdem eine ebenfalls 
positive Grösse e, die <1 ist, willkürlich an. 

Ist nun, für einen bestimmten Werth von v, a v -=0, so nehme man 

F,(x) = f w (x). 

Wenn aber a v einen von Null verschiedenen Werth hat, so entwickele 
man f^(x) in eine Potenzreihe 



oo 



2> 



(v) *" , 



Jl=0 



welche für jeden der Bedingung 



x 



genügenden Werth von x convergirt. Dann kann man eine ganze Zahl 
m so bestimmen, dass für jeden der Bedingung 



x 

ÖL 



entsprechenden Werth von x der absolute Betrag von 



oo 



2 



(V) V 



\1 = M 



A^j 



kleiner als e v ist.*) Nach Ermittelung dieser Zahl m nehme man 



m — \ 



F,(x) = f,(x)-^A ( ^, 



*) Nach Annahme einer positiven Grösse e , die kleiner als 1, aber grösser als 
e ist, bestimme man eine Grösse g so, dass für jeden Werth von ac, der den absoluten 
Betrag e„ I a^ I hat, 



ist. Dann hat man 



(V) |X 

A^ X 



(v) | 



= 9 



A V- I^flf. « a «v 



— H 
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wobei zu bemerken, dass F y (x) = f^(x) zu setzen ist, wenn m = 0, und 
dass man 

F,(x) = x m ^(x) 

hat, wo <p v (#) eine rationale Function ist, die ebenso wie f y (x) nur für 
x = a v unendlich gross wird , und für x-=oo verschwindet. 

Nun sei x irgend ein bestimmter endlicher Werth von x, der nicht 
in der Reihe 

a, , a 2 , a 3 , ... 

enthalten ist, und p eine positive Grösse, die man so klein anzunehmen 
hat, dass auch unter denjenigen Werthen von x, für die 



keine der Grössen a 1 , a 2 , a 3 , ... sich findet. Dann kann, wenn 8 irgend 
eine gegebene, beliebig kleine Grösse ist, eine ganze Zahl r so ange- 
nommen werden, dass für jeden der eben angegebenen Werthe von x, 

sobald v^r, 

x 



und somit 



a v 



F,(x) 



ist. Die Reihe 



oo 



2 FM 



V = r 



oo 



<S 



2 *» 



V=:l 



und es ist somit, wenn 



x 



oo oo , ^ 



Man kann nnn unter den m„ den kleinsten Werth mit m bezeichnen und so wählen. 



dass 



jf2-(i)<M* 

«0 
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convergirt also, und zwar gleichmässig, für alle der Bedingung 

| x - x 1 ^ p 

entsprechenden Werthe von sc, und kann daher, nach einem bekannten 
Satz, für diese auch in der Form einer gewöhnlichen Potenzreihe von 
(x — rr ) dargestellt werden. 

Ist ferner a^ irgend eine der Grössen a x , a 2 , a s , ... , und nimmt 
man p so klein an, dass sich unter denjenigen Werthen von x, für die 

I x ~~ a \ I ~ P > 

ausser a y keine der genannten Grössen findet, so ist nach dem Vor- 
stehenden die Reihe 



oo 



V = l 

für die in Rede stehenden Werthe von x gleichmässig convergent und 
in der Form 

¥(*-«x) 

darstellbar, so dass man 



oo 



2^v(*) = ^(*) + *(*-flx) = /^) + ¥i(*-<0 



V = l 

hat. Damit ist bewiesen, dass die Reihe 



CO 



2 *;(*) 



v = l 



eine Function F(x) von der in dem angeführten Satze angegebenen Be- 
schaffenheit darstellt. 

Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Ist 0(x) eine beliebige 
(rationale oder transcendente) ganze Function von x y und setzt man 

F(x) = F(x) + Q(x), 

so ist auch F(x) eine Function von der in Rede stehenden Beschaffenheit. 
Und umgekehrt, wenn F(x), F{x) irgend zwei solche Functionen sind, 
so ist die Differenz 

F{x) - F(x) 
nothwendig eine ganze Function von x. 
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2. 



Nunmehr sei f(x) irgend eine gegebene eindeutige analytische 
Function von x, welche nur die eine wesentliche singulare Stelle oo 
besitzt, und an beliebig vielen andern Stellen 

gleich oo wird, wobei in dem Falle, wo die Anzahl dieser Stellen un- 
endlich gross ist, angenommen werden darf, es seien dieselben so ge- 
ordnet, dass 

Lim. a v = oo . 

V = oo 

Dann lässt sich, wenn a v eine Z v mal zu zählende oo- Stelle der Function 
f(x) ist, für die einer bestimmten Umgebung dieser Stelle angehörigen 
Werthe von x 



oo 



(x — arf f(x) in der Form 2j tft\x — a^f 
darstellen; man hat also, wenn 

gesetzt wird, 

/X*) = /;(z) + <P(;r-a v ), 

und es ist f^(x) eine rationale Function von x, die nur für x = a^ un- 
endlich gross wird , und für x = oo verschwindet. 
Leitet man nun aus den Functionen 

/ifa)i f 2 ( x )i h( x )i ••• 
auf die in (1) beschriebene Weise die Functionen 

F x (x), F 2 (x), F,(x), ... 

ab — wobei man, wenn die Anzahl der oo- Stellen von f(x) endlich ist, 
Fv(x) = fv(x) setzen kann, es wird die Differenz 



A*)-2*» 



• • _ - 
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für keinen endlichen Werth von x unendlich gross, und es ist also 

V 

wo 6(x) wieder eine ganze Function von x bedeutet. 
Bringt man 

0{x) auf die Form ^</ v (x) , 

V 

in der Art, dass g^x), g 2 (x), . . . ganze und rationale Functionen von x 
sind, so hat man 

fl*)=2(*'v(*) + 0v(aD). 

Es lässt sich also jede eindeutige analytische Function f(x), 
für die im Endlichen keine wesentliche singulare Stelle existirt, 
als eine Summe von rationalen Functionen der Veränderlichen x 
dergestalt ausdrücken, dass jede dieser Functionen im Endlichen 
nur eine oo-Stelle hat. 

Dies war bisher nur für die rationalen und für einige bestimmte 
transcendente Functionen einer Veränderlichen bekannt. 



3. 

Aus den beiden in (1, 2) entwickelten Sätzen leitet man leicht die 
folgenden ab. 
A. Es seien gegeben 

1) eine bestimmte Grösse c und eine unendliche Reihe von c 
verschiedener Grössen: 

ttj , a 2 j #3 j • • • j 
unter denen keine zwei gleiche sich finden , und die der Bedingung 

Lim. a v = c 

V = oo 

genügen; und 

2) eine unendliche Reihe rationaler Functionen: 

/i(aOi /j(*)» f z ( x )> ••• i 
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von denen f^(x) nur an der Stelle (# = a v ) unendlich gross 
wird, und für x = c verschwindet. 

Dann lässt sich stets eine eindeutige analytische Function 
F(x) mit der einen wesentlichen singulären Stelle c bilden, 
welche nur an den Stellen a XJ a 2 , a 3 , ... gleich oo wird, und 
zwar so, dass 

F(x)-fM 

an der Stelle (x = a v ) einen endlichen Werth hat. 

Diese Function F{x) kann dargestellt werden in der Form 



oo 



HFM, 



v=»l 



wo F w (x) eine in der Form 



^-^ty 



ausdrückbare rationale Function bezeichnet. 

B. Jede eindeutige analytische Function f(x) mit nur einer 
wesentlich singulären Stelle c lässt sich als eine Summe von 
rationalen Functionen der Veränderlichen x dergestalt aus- 
drücken, dass jede dieser Functionen nicht mehr als eine von c 
verschiedene oo-Stelle hat. 

Diese Sätze ergeben sich aus den in (1,2) bewiesenen, wenn man 



1 =*' 



x — c 



setzt, und dann f(x) als Function von x' betrachtet. 

Der Satz B reiht sich den in §§2,3 meiner oben angeführten Ab- 
handlung entwickelten Sätzen an. 
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4. 

In der genannten Abhandlung habe ich (§ 7) für eine eindeutige 

analytische Function einer Veränderlichen x mit n wesentlichen singu- 

lären Stellen (c p ... c n ) zwei allgemeine Ausdrücke aufgestellt, nämlich 



i) 



n / 1 \ 
7 i Gn+\ ( ) 



n **fc=7) 

2) ^ x .R*(x), 

wo iZ*(x) eine rationale Function von x, die nur an den Stellen c v ... c n 
Null und unendlich gross wird, bedeutet. 

Bezeichnet man mit F(x\ c) eine eindeutige analytische Function 
von x mit der einen wesentlichen singulären Stelle c, so lässt sich der 
Ausdruck (2) auf die Form 



n 



2 a) Y\F x (x;c x ) 

X = l 

bringen. 

Nun stellt aber auch der Ausdruck 



w 



3) 2 *>; c) 



X = l 



eine eindeutige Function mit n wesentlichen singulären Stellen (c lJ ... c n ) 
dar ; es konnte aber mit den in der genannten Abhandlung angewandten 
Hülfsmitteln nicht bewiesen werden, dass jede solche Function, wie ich 
jetzt mit Hülfe des Satzes (3, A) zeigen will, in der vorstehenden Form 
(3) ausgedrückt werden kann. 

Es sei f(x) irgend eine Function von der in Rede stehenden Be- 
schaffenheit, so zerlege man das Gebiet der Veränderlichen x dergestalt 



64 Über einen functionen theoretischen Satz des Herrn G. Mittag -Leff ler. 

in n Theile, dass im Innern eines jeden eine der Stellen c v ... c n liegt, 
und zugleich an der Grenze zwischen zwei Theilen F(x) überall einen 
endlichen Werth hat. Derjenige Theil, in welchem c } liegt, werde mit 
C x bezeichnet. Angenommen nun, es enthalte, für einen bestimmten Werth 
von X, C x unendlich viele ausserwesentliche singulare Stellen der be- 
trachteten Function: 

/»< X) „M /»< x > 

so darf vorausgesetzt werden, es seien dieselben so geordnet, dass 

Lim. a% ] = c x . 

V=oo 

Bestimmt man dann eine Reihe rationaler Functionen 

dergestalt, dass f ^ (x) nur an der Stelle (x = a^) unendlich gross wird, 
die Differenz 

aber an derselben Stelle einen endlichen Werth hat, und überdies f^ipc) 

für x = c verschwindet ; so lässt sich nach (3 , A) eine eindeutige Function 

F a \x) mit der einen wesentlichen singulären Stelle c x herstellen, welche 

nur an den Stellen a^\ a%\ a^ , ... unendlich gross wird, und zwar so, 
dass die Differenz 

F%) - f%) 

an der Stelle (x = a^ ] ) einen endlichen Werth hat. Daraus folgt dann, 
dass die Function 

f(x) - F%) 

im Innern und an der Grenze von C x ausser c x keine singulare Stelle 
besitzt. 

Enthält ferner (\ nur eine endliche Anzahl ausserwesentlicher sin- 
gulärer Stellen der Function F(x): 

00 (X) 
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so setze man 

I*\x) = f?\x) + /f V) + - > 

wo die Functionen ff\x), ff\x), ... dieselbe Bedeutung haben wie vorhin, 
so wird I* \x) nur an den Stellen a{ X) , a^\ ... unendlich gross, und es 
besitzt auch in diesem Falle die Function 

f(u) - r\x) 

im Innern und an der Grenze von C } ausser t\ keine singulare Stelle. 

In dem Falle endlich, wo C x keine ausserwesentliche Stelle der 
Function f(x) enthält, setze man 

F°\x) = . 

Sind auf diese Weise die Functionen I* l) (x), ... I* n) (x) bestimmt, so ist 
der Ausdruck 

m - 2 F° X*) 

eine eindeutige Function von x, die keine anderen (wesentlichen oder 
ausserwesentlichen) singulären Stellen als q, . .. c n besitzt, und somit 
(nach § 5 der g. Abhdlg.) in der Form 

dargestellt werden kann , wo G x ( — - — \ eine ganze Function von — — ■ 

\x — c x / x (\ 

bezeichnet. 



Setzt man nun 



^) =jW(aJ)+0 ^_i_) f 



so ist 



f(*)-t,t ,Cx) - 



X=l 
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Da die Functionen .F ()) (#), O x ( ) im Gebiete der Veränderlichen x 

keine von c x verschiedene wesentliche singulare Stelle besitzen, so gilt 
dies auch von der Function /' x (^;c ) ); für diese aber ist in Folge der 
Voraussetzung, dass F(x) n wesentliche singulare Stellen besitze, q not- 
wendig eine solche Stelle. 

Zu bemerken ist, dass nicht zwei der Functionen 

eine gemeinschaftliche oo- Stelle haben. 

Der im Vorstehenden mit Hülfe des in (1) mitgetheilten Mittag- 
Leff ler 'sehen Theorems begründete Satz ist in meiner Abhandlung 
bloss für den Fall bewiesen worden, wo die Function F(x) ausserwesent- 
liche singulare Stellen entweder gar nicht oder nur in endlicher Anzahl 
besitzt. (S. § 5 d. g. Abhdl.) 

Stellt man jede der Functionen f } (x\c } ) in der oben (3, B) an- 
gegebenen Gestalt dar, so ergiebt sich ein neuer allgemeiner Ausdruck 
einer eindeutigen analytischen Function fix) mit einer endlichen Anzahl 
singulärer Stellen in der Form einer unendlichen Reihe, deren Glieder 
sämmtlich rationale Functionen der Veränderlichen x sind. Diese Reihe 
con vergilt gleichmässig für alle Werthe von x, welche einem Bereiche 
angehören , der weder im Innern noch an der Grenze eine der singulären 
Stellen der Function f(x) enthält. 



-x/xrv/VW vrv * 



Zur Functionenlehre. 



Aus dein Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu 

Berlin vom August 1880. 



Zur Punctionenlehre. 



Aus dem Monatsbericht der Kftnigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 

August 1880. 



Im Nachstehenden theile ich einige auf unendliche Reihen, deren 
Glieder rationale Functionen einer Veränderlichen sind, sich beziehende 
Untersuchungen mit, welche hauptsächlich den Zweck haben, gewisse, 
bisher — so viel ich weiss — nicht beachtete Eigenthümlichkeiten, die 
solche Reihen darbieten können und deren Kenntniss für die Functionen- 
lehre von Wichtigkeit ist, klar zu stellen. 



1. 

Es seien unendlich viele rationale Functionen einer Veränderlichen x 
in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben: % 

f»(x)> fM), f 2 ( x )i ••• 
Die Gesammtheit derjenigen Werthe von x, für welche die Reihe 



oo 



S fM 



v=o 



einen endlichen Werth hat, nenne ich den Convergenzbereich dieser 
Reihe. Lässt sich ferner für eine bestimmte Stelle a dieses Bereichs 
eine positive Grösse p so annehmen, dass die Reihe für die der Bedingung 

x — a\^p 
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entsprechenden Werthe von x gleichmässig*) convergirt, so will ich 
sagen, die Reihe convergire gleichmässig in der Nähe der Stelle a. Die 
Grösse p hat dann eine obere Grenze; ist diese .ß, so möge — in Be- 
ziehung auf die betrachtete Reihe — die Gesammtheit derjenigen Werthe 
von x, für welche 



x — a 



<B 



ist, die Umgebung von a, und E deren Halbmesser genannt werden. 
Nimmt man in dieser Umgebung eine Stelle beliebig an, so ist klar, 
dass auch in der Nähe der letzteren die Reihe gleichmässig convergirt. 
Daraus ergiebt sich, dass die Gesammtheit der Stellen, in deren Nähe 
die Reihe gleichmässig convergirt, in der Ebene der Veränderlichen x 



*) Eine unendliche Reihe 



oo 



Sa, 



v=o 



deren Glieder Functionen beliebig vieler Veränderlichen sind, convergirt in einem 
gegebenen Theile (B) ihres Convergenzbereichs gleichmässig, wenn sich nach Annahme 
einer beliebig kleinen positiven Grösse 8 stets eine ganze Zahl m so bestimmen lässt, 
dass der absolute Betrag der Summe 



oo 



Sa, 



v=n 

für jeden Werth von n, der g tw, und für jedes dem Bereiche B angehörige Werthsystem 
der Veränderlichen kleiner als 8 ist. Soll die Reihe in demselben Bereiche zugleich 
unbedingt convergent sein, d. h. bei jeder Anordnung ihrer Glieder denselben Werth 
haben, so muss es, wie man auch 8 annehmen möge, stets möglich sein, aus der Reihe 
eine endliche Anzahl von Gliedern so auszusondern, dass die Summe von beliebig vielen 
der Übrigbleibenden für jedes der betrachteten Werthsysteme der Veränderlichen kleiner 
als 8 ist Diese Bedingung ist sicher erfüllt, wenn es eine Reihe bestimmter positiver 
Grössen 

!?0) 9n 9%y 

giebt, für die sich feststellen lässt, dass an jeder Stelle des Bereichs B 

|/v|^=0v» (V = 0,...oo) 

und die Summe 

oo 
Zj0v 

v=o 

einen endlichen Werth hat. — Aus der gegebenen Definition der gleichmässigen Con- 
vergenz folgt u. A. unmittelbar, dass, wenn die betrachtete Reihe in mehreren Theilen 
ihres Convergenzbereichs gleichmässig convergirt, dasselbe auch für den aus diesen 
Theilen zusammengesetzten Bereich gilt. 
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durch eine einfache*) Fläche repräsentirt wird, welche aber aus mehreren, 
von einander getrennten Stücken bestehen kann. 

Angenommen nämlich , es gebe überhaupt Stellen der in Rede stehenden 
Art, deren Gesammtheit mit A bezeichnet werde, so denke man sich 
eine von ihnen willkürlich angenommen , in der Umgebung derselben eine 
beliebige zweite, in der Umgebung dieser eine dritte, u. s. w. Die Ge- 
sammtheit der Stellen von A, zu denen man auf diese Weise gelangen 
kann, ist dann ein in der Ebene der Grösse x durch ein zusammen- 
hangendes Stück derselben repräsentirtes Continuum (A x ) , dessen Begrenzung 
aus einzelnen Punkten, aus einer oder aus mehreren Linien, und auch 
aus einzelnen Punkten und Linien zugleich bestehen kann. Möglicherweise 
existiren nun ausserhalb A x noch Stellen von A, dann giebt es mindestens 
noch ein zweites Continuum (A 2 ) von derselben Beschaffenheit wie A 1 , das 
ebenfalls ein Bestandteil von A ist und mit A x keine Stelle gemein- 
schaftlich hat — was jedoch nicht ausschliesst, dass die Begrenzungen 
von A x und A 2 theilweise oder ganz zusammenfallen. Existiren ferner 
noch Stellen von A, die weder in A x noch in A 2 liegen, so giebt es 
mindestens noch ein drittes Continuum (^1 3 ) von derselben Beschaffenheit 
wie A 1 ,A 2 , das gleichfalls ein Bestandteil von A ist und mit den beiden 
ersten keine Stelle gemein hat. U. s. w. 

Nachdem so festgestellt ist, wie der Bereich A möglicherweise ge- 
staltet ist, kann leicht an Beispielen gezeigt werden, dass die angegebenen 
verschiedenen Fälle auch wirklich vorkommen. Es genügt hier die 
beiden Reihen 



CO CO 



V = V = ^ i & ' 



anzuführen. Für die erstere bilden den Bereich A alle diejenigen Werthe 
von x, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 1 sind, für die 
anderen ausser denselben Werthen auch alle diejenigen , die ihrem absoluten 
Betrage nach grösser als 1 sind; es besteht also A in dem ersten Falle 
aus einem zusammenhangenden Stücke, in dem anderen aus zwei solchen 
Stücken, die keine Stelle gemein haben. Beispiele von Reihen der hier 
betrachteten Art, für welche der Bereich A aus mehr als zwei Stücken 
besteht, werden später vorkommen. 

Es ist ferner noch Folgendes nachzuweisen. 

Angenommen, es convergire die betrachtete Reihe gleichmässig in 
der Nähe jeder Stelle, die im Innern oder an der Grenze eines gegebenen 



*) d. b. eine Fläche, die durch keinen Funkt mehr als einmal hindurchgeht. 
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zusammenhangenden Bereichs (B) liegt, so convergirt sie auch in dem 
ganzen Bereiche gleichmässig. 

Sind a, a' irgend zwei Stellen des Bereichs A, von denen a' in der 
Umgebung von a liegt, und ist R der Halbmesser der letzteren, D = | a' — a | 
der Abstand der beiden Stellen, so folgt aus den gegebenen Definitionen 
unmittelbar, dass der Halbmesser (Jü') der Umgebung von a f nicht kleiner 
als R — D Sein kann. Ist D<clR, so ist also R'^>iR, und es 
liegt a in der Umgebung von a'; mithin muss R >; R' — D sein, JR' also 
zwischen 

R-D und R + D 

liegen. Wenn daher die Stelle a in A ihre Lage stetig ändert, so ändert 
sich auch der zugehörige Werth von R stetig. Daraus folgt weiter, 
dass die untere Grenze R derjenigen Werthe von .ß, die diese Grösse 
im Bereiche B annehmen kann, mindestens an einer im Innern oder an 
der Grenze dieses Bereiches liegenden Stelle wirklich erreicht wird, und 
dass daher R nicht gleich Null ist. Deshalb kann B in eine endliche 
Anzahl von Theilen dergestalt zerlegt werden, dass in jedem einzelnen 
Theile der grösste Abstand zweier Stellen kleiner als R ist. Jeder 
solcher Theil liegt dann ganz in der Umgebung einer in ihm willkürlich 
angenommenen Stelle; für die demselben angehörigen Werthe von x con- 
vergirt also die betrachtete Reihe gleichmässig, woraus nach dem oben 
Bemerkten die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes m sich unmittelbar 
ergiebt. 

Eine Reihe der in Rede stehenden Art kann so beschaffen sein, 
dass sie in der Nähe jeder im Innern ihres Convergenzbereichs liegenden 
Stelle gleichmässig convergirt. Im Folgenden werde ich ausschliesslich 
Reihen von dieser Beschaffenheit untersuchen. Wenn man nämlich von 
der Reihe 



oo 



S /v(*) 



v=o 



nur weiss, dass es im Gebiete der Veränderlichen x einen zusammen- 
hangenden Bereich giebt, in welchem die Reihe convergirt, so lässt sich 
daraus allein nicht einmal folgern , dass ihr Werth in demselben Bereiche 
eine stetige Function von x sei. Macht man aber die angegebene Vor- 
aussetzung, so lässt sich zeigen, dass die Reihe in jedem der im 
Vorstehenden definirten Stücke (A i7 ...) ihres Convergenz- 
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bereiches im Allgemeinen einen eindeutigen Zweig einer mono- 
genen analytischen Function von x, und in besondern Fällen 
eine solche Function vollständig darstellt. 

Hierzu ist ein Hülfssatz erforderlich, den ich zunächst anführen 
und beweisen will. 



9 



„Es seien unendlich viele Potenzreihen einer Veränderlichen x , welche 
Potenzen dieser Grösse mit ganzen, positiven und negativen Exponenten 
in beliebiger Anzahl enthalten, in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben: 

und es sei möglich, zwei reelle Grössen R, R' , von denen R' > 12, lü > 
ist, so anzunehmen, dass für die der Bedingung 

R<c\x\<^R' 

entsprechenden Werthe von x nicht nur jede einzelne der gegebenen 
Reihen, sondern auch die Summe 



CO 



2 iJ v(*) 



V^U 



convergirt, und zwar die letztere für alle diejenigen Werthe der Ver- 
änderlichen, die denselben absoluten Betrag haben, gleichmässig. Dann 
hat, wenn 



,(v) 



der Coefficient von x^ in P v (#) ist, die Summe 



oo 



Ha 



(V) 



für jeden Werth von -ji einen bestimmten endlichen Werth, der mit A^ 
bezeichnet werde, und es lässt sich zeigen, dass für jeden Werth von x, 
dessen absoluter Betrag grösser als R und kleiner als R' ist, die Reihe 
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convergirt und die Gleichung 



oo 



V = |l 

besteht." 

Es sei r irgend eine bestimmte, zwischen li und R' enthaltene 
positive Grösse, und k eine beliebige andere, so kann in Folge der 
hinsichtlich der Convergenz der Reihe 



oo 



S ? vW 



V = 



gemachten Voraussetzung eine ganze positive Zahl m so angenommen 
werden, dass für jeden AVerth von x, dessen absoluter Betrag gleich r 
ist, und für jede ganze Zahl n, die > m, der absolute Betrag der Summe 



oo 



S AW 



v=n 



kleiner als l k, und deshalb für jede Zahl n' , die > n, 



n' 



2p v (*-)|-^ 



ist. Man hat aber 



V ~^w 



n' 



w 



S p v(*)-S(S< , -« ,l |. 



v = ?t 



p. v = ?i 



und es ist deshalb nach einem bekannten Satze für jeden ganzzahligen 
Werth von |x 



IV 



2< ^i-v-k 



V — // 



Demgemäss hat die Summe 



CO 



s < 



V = 



einen bestimmten endlichen Werth, der mit A^ bezeichnet werde. 
Nun nehme man zwei positive Gl rossen r,, r., so an, dass 



R<r x <r <c r 2 <li' 7 ' 
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so kann man der Zahl n einen solchen Werth geben, dass 



1 2 4 V) 



auch kleiner als jede der beiden Grössen 



ÄT7' 1 , kr-* 



ist; woraus folgt: 



c>~> 



2< ^^ ,l . 



v = n 



00 

v = « 



(V) 



^T' 1 - 



Hiernach hat man, wenn 



n — \ 

2^ 



(V) 



00 



(v) 



4> 24=^ 



v=/t 



gesetzt, und der Veränderlichen # ein Werth, dessen absoluter Betrag 
gleich r ist, beigelegt wird, 



00 



2 K'*' 1 



— OO l| 

fJL= — 1 ^'l 7 



und somit 



Die Reihe 



-{-00 

2 K>' 1 



fc 



-f-OO M 

2(, r ). 



-f-00 

21 



/i;'x' 1 



\r — r x r %> — r/ 



24' 



x' 1 



ist also unbedingt convergent, und da 






v = o 
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so gilt dasselbe auch von der Reihe 
Man hat ferner 

OO CO 



2 p v(*) - 2X* 11 = 2 p v(*) -S^* 11 , 



v=o p- v=n 

und somit 



lf;p v ( a .)_2^ a *|<fr+*-(--5_+-^-.); 

Da man nun für jeden bestimmten Werth von x , dessen absoluter Betrag 
(r) zwischen R und R' enthalten ist. zunächst r l9 r 2 der angegebenen 
Bedingung gemäss, und dann k so annehmen kann, dass 

\r — i\ r 2 — r/ 

kleiner ist als eine beliebige gegebene Grösse, so folgt, dass für jeden 
der Bedingung 

R < | x | < R' 

entsprechenden Werth von x nicht nur die Reihe 
convergirt, sondern auch die Gleichung 



CO 



2^ = 2P v (.r) 

besteht; w. z. b. w. 
Es sei jetzt 



CO 



*•(*) = 2 /v(*) 



v=o 



irgend eine Reihe von der am Schlüsse des § 1 angegebenen Beschaffen- 
heit, und es werde mit A' eines der Stücke bezeichnet, aus denen nach 
der vorangegangenen Auseinandersetzung der Convergenzbereich der Reihe 
besteht. 
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Nimmt man dann in A' eine Stelle a willkürlich an , und beschränkt 
die Veränderliche x auf die Umgebung von a , so lässt sich nicht nur 
jede der Functionen f y (x), sondern nach dem vorhergehenden Satze auch 
die Summe derselben durch eine gewöhnliche Potenzreihe von x — a Q , die mit 

bezeichnet werde, und die ich ein „Element" der Function F(x) nenne, 
ausdrücken."*) 

Nimmt man ferner in der Umgebung von a eine zweite Stelle (a t ) 
an , und ist % x (x — a 2 ) das zu dieser gehörige Element von F(x) , so hat 
man für diejenigen Werthe von x, die in der Umgebung von a sowohl 
als von a x liegen, 

00 ( \f* 

% x (x - a.) = *„(* - «,) , y (x - a ) = 2 <'(«, - «0) ¥^pL , 

WO 



m 



$?'(* - «0 = 



da? 



Daraus folgt, dass der Coefficient von (x — a^ in ^$,(a; - a x ) mit dem 
entsprechenden Coefficienten der Entwicklung von ty (x — a ) nach Po- 
tenzen von (x — a x ) übereinstimmen muss. 

Nun kann man , wenn a eine beliebige Stelle in Ä ist , zwischen a 
und a eine Reihe von Stellen 

1 J 2 ' • • • Hfl 



*) Hierzu bemerke ich , dass nach dem Satze des v. § der Coefficient von (x — chT 
gleich 



l! v=oL da? J(x=c/o) 



ist. Die Function F(x) hat also in Ä Ableitungen jeder Ordnung, und es ist 



00 



PF(x) v* dTfrix) 



=2 



da? v=o dx 

Es ist ferner leicht zu zeigen, dass auch die Reihe auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung in der Nähe jeder Stelle von A gleich massig convergirt, und somit dieselbe 
Beschaffenheit wie die gegebene hat. 
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so einschalten, dass a, in der Umgebung von a , a 2 in der Umgebung 
von a x , u. s. w. und schliesslich a in der Umgebung von a n liegt. 
Dann hat man, wenn 

$,(# - a x ) , %(x - öQ , ... s # n (a; - a n ) , $(x - a) 

die zu den Stellen a x1 a.,, ... a H , a gehörigen Elemente der Function F(?:) 
sind, 

CO / \fl 



n=o 



|t! 






u. s. w. 



OO s xfl 

u=o r* 



Es besteht also in dem Bereich A! zwischen den Elementen der be- 
trachteten Function ein solcher Zusammenhang, dass aus einem beliebig 
angenommenen Elemente jedes andere durch ein bestimmtes Rechnungs- 
verfahren abgeleitet werden kann. Für die dem genannten Bereich an- 
gehörigen Werthe von x ist also die Function völlig bestimmt, sobald 
irgend eines ihrer Elemente gegeben ist. 

Möglicherweise erstreckt sich, wenn die Stelle a der Begrenzung von 
A' hinlänglich nahe angenommen wird, der Convergenzbezirk der Reihe 
ty (x — a) übei* A' hinaus. In diesem Falle (der sogar der gewöhnliche 
ist) existiren unendlich viele, aus ty Q (x — a ) durch das beschriebene Ver- 
fahren ableitbare Potenzreihen ty'(x — a')> deren Convergenzbezirke ganz 
oder theil weise ausserhalb A' liegen, und aus diesen können dann mög- 
licherweise durch dasselbe Verfahren wieder andere sich ergeben, welche 
in ihrem Convergenzbezirk auch Stellen von A! enthalten, aber an diesen 
andere Werthe wie F(x) haben. Alle diese Reihen stellen Fortsetzungen 
der durch die gegebene Reihe F(u-) zunächst für die dem Bezirk A! an- 
gehörigen Werthe von x definirten Function dar; sie sind, nach der in 
meinen Vorlesungen über die Anfangsgründe der allgemeinen Functionen- 
lehre eingeführten Terminologie, sämmtlich Elemente einer monogenen 
analytischen Function , die eindeutig oder meln-deutig sein kann, aber als 
vollständig definirt zu betrachten ist, sobald irgend eines ihrer Elemente 
gegeben ist. 
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Wenn der Convergenzbereich der Reihe ty(x — a), wie man auch a 
annehmen möge, stets ganz in A' enthalten ist, so kann die durch den 
Atisdruck F(x) für den Bereich A! definirte Function über die Grenzen 
dieses Bereichs nicht fortgesetzt werden. Es stellt also in diesem Falle 
— der wirklich vorkommt , wie weiter unten wird gezeigt werden — die 
Reihe, wenn die Veränderliche x auf den Bereich A! beschränkt wird, 
eine eindeutige monogene Function von x vollständig dar. 

Hiernach lässt sich das im Vorstehenden Auseinandergesetzte kurz 
so, wie am Schlüsse von § 1 geschehen ist, zusammenfassen. 

Hieran knüpft sich nun eine für die Functionenlehre wichtige Frage. 

Angenommen , der Convergenzbereich der betrachteten Reihe bestehe 
aus mehreren Stücken (A v A,,...), so ist es möglich, dass sie in den- 
selben Zweige einer und derselben monogenen Function darstellt. Es 
fragt sich nun, ob sich dies in allen Fällen so verhält. Muss diese 
Frage verneint werden, wie dies wirklich der Fall ist, so ist damit be- 
wiesen, dass der Begriff einer monogenen Function einer com- 
plexen Veränderlichen mit dem Begriff einer durch (arith- 
metische) Grössenoperationen ausdrückbaren Abhängigkeit 
sich nicht vollständig deckt.*) Daraus aber folgt dann, dass mehrere 
der wichtigsten Sätze der neueren Functionenlehre nicht ohne Weiteres 
auf Ausdrücke, welche im Sinne der älteren Analysten (Euler, Lagrange 
u. A.) Functionen einer complexen Veränderlichen sind, dürfen angewandt 
werden**). 



*) Das Gegeiltheil ist von Kiemann ausgesprochen worden (Grundlagen für die 
allgemeine Theorie der Functionen einer complexen Grösse, § 19, am Schluss), wobei 
ich bemerke, dass eine Function eines complexen Arguments, wie sie Rie mann definirt, 
stets auch eine monogene Function ist. 

**) Wenn z. B. zwei Ausdrücke 

OO CO 

2/». S/U*) 

V=Ü V = 

der hier betrachteten Art gegeben sind . und es lässt sich zeigen , dass es in der Nähe 
einer bestimmten, im Innern des Convergenzbereichs sowohl des einen als des andern 
liegenden Stelle unendlich viele Werthe von x giebt, für welche die Ausdrücke gleiche 
Werthe haben, so ist damit festgestellt, dass innerhalb eines bestimmten zusammen-» 
hangenden Bereichs der Veränderlichen x die Gleichung 

OO OO 

2 /;(*) = 2 />) 

v=o v=o 

besteht; es lässt sich aber nicht behaupten, dass dieselbe au aUen Stellen des gemein- 
schaftlichen Convergenzbereichs der beiden Reihen gelte, wofern nicht der Nachweis 
geführt werden kann, dass beide Ausdrücke in dem genannten Bereich monogene 
Functionen sind. 
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Ich habe bereits vor Jahren gefunden — und in nieinen Vorlesungen 
mitgetheilt — dass die oben angefühlte Reihe 



*w - tfa-h*) • 



deren Convergenzbereich aus zwei Stücken besteht, zwei verschieden 
monogene Functionen, und zwar eine jede vollständig darstellt. 

Ist nämlich x irgend ein Werth von x, der den absoluten Betrag 
1 hat, so lässt sich — mit Hülfe von Sätzen, welche die Theorie der 
linearen Transfonnation der elliptischen fr -Functionen liefert — zeigen, 
dass sich sowohl unter denjenigen Werthen von x, für die |a?|<:l, als 
auch unter denen , für die | x | r> 1 , in jeder noch so kleinen Umgebung 
von x solche finden , für die der absolute Betrag von F(x) jede beliebig 
angenommene Grösse übertrifft. Daraus folgt sofort, dass die Reihe in 
jedem der beiden Stücke ihres Convergenzbereichs eine Function darstellt, 
die über die Begrenzung des Stückes hinaus nicht fortgesetzt werden kann. 

Es blieb indessen, obwohl dies eine Beispiel zur Erledigung der in 
Rede stehenden Frage ausreichte, noch ein Bedenken übrig. 

Die beiden durch die angeführte Reihe ausgedrückten Functionen 
stehen in einer sehr einfachen Beziehung zu einander, indem 

Fix- 1 ) - F{x) 

ist. Es war daher der Gedanke nicht abzuweisen, ob nicht überhaupt 
in dem Falle, wo ein arithmetischer Ausdruck F(x) in vei*schiedenen 
Theilen seines Geltungsbereichs verschiedene monogene Functionen der 
complexen Veränderlichen x darstellt, unter diesen ein notwendiger 
Zusammenhang bestehe, der bewirke, dass durch die Eigenschaften der 
einen auch die Eigenschaften der andern bestimmt seien. Wäre dies der 
Fall, so würde daraus folgen, dass der Begriff der monogenen Function 
erweitert werden müsste. 

Um jeden Zweifel über diesen Punkt zu beseitigen , habe ich mir die 
Aufgabe gestellt, einen Ausdruck 



oo 



F(x) = 2 /■„(*) 



V^=0 



von der hier angenommenen Beschaffenheit, der den folgenden Bedingungen 
genüge, zu bilden: Der Convergenzbereich der Reihe soll aus n Stücken 
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(A tJ A 2 , . . . A n ) 9 wie sie oben definirt worden sind, besteben, und es soll 
F(x) in A 1 gleicb F x (x)j in A, gleich F 2 (z). ... in A n gleich F n (a) sein, 
wo F l (x) i F 2 (x), . . . F n (x) willkürlich anzunehmende, für das ganze 
Gebiet der Veränderlichen x , mit Ausnahme von einzelnen Stellen , definirte 
eindeutige und monogene Functionen bedeuten. 

Zur Lösung dieser Aufgabe stelle ich zunächst einen Ausdruck von 
der angegebenen Fonu her, welcher in der Nähe jeder Stelle, wo der 
reelle Theil von x nicht gleich Null ist, gleichmässig convergirt und den 
Werth 

H- 1 oder — 1 

hat, jenachdem der reelle Theil von x positiv oder negativ ist. Formeln, 
die in der Theorie der elliptischen Functionen vorkommen, führen zu 
einem solchen Ausdruck. Bei der nachstehenden Herleitung desselben 
habe ich jedoch absichtlich aus der genannten Theorie nichts vorausgesetzt. 



4. 

Nimmt man zwei endliche und von Null verschiedene complexe 
Grössen (co,d>') so an, dass der reelle Theil des Quotienten 

nicht gleich Null ist, und versteht unter v.v' unbeschränkt veränderliche 
ganze Zahlen, so hat bekanntlich die Summe 

S' , ,-3 

; 2V(D i 2v'ü)' , 

V • V 

einen endlichen Werth, wenn bei der Summation dasjenige Glied, in 
welchem v , v' beide gleich Null sind , fortgelassen wird*). Es stellt 
deshalb — wie in § 2 meiner Abhandlung über die eindeutigen Functionen 
gezeigt worden ist — die Reihe 

1 : Y'j .... 1 ( _ 4 _ VI, 

/( -^ (/( — 2vo) - 2v'oV \'2v<ü-r 2v'ü)'/ ) 

% *) Durch das dem 2 beigefügte Zeichen (') «oll hier und im Folgenden darauf 
hingewiesen werden, dass unter den Werthen, die der Ausdruck unter dem Sumnien- 
zeichen annehmen kann, sich einer lindet, der — oo ist und bei der Summation fortge- 
lassen werden iuuss. 

t> 
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welche bei jeder Anordnung ihrer Glieder denselben Werth hat, eine 
eindeutige analytische Function der Veränderlichen u — mit der einen 
wesentlichen singulären Stelle oo — dar, welche Function hier mit 

bezeichnet werden möge. 

Mit Hülfe der bekannten Gleichungen: 

rcctgitrc = — hY! ( 1 — ) i 

u v \ u ~ v v / 

t: (ctg 16 7; — cotgaTc) =2( — V wenn a keine ganze Zahl, 

v \H v et vy 



7t 2 



Xh 



8 - v 



lässt sich der vorstehende Ausdruck von <J>(u,to,(o') folgenderinassen 
umgestalten. 

Es ist 

u vTv' v^ — 2vw — 2v'ü)' 2vto-f-2v'(o' (2vcü + 2v r (ü')"/ 

Die Summe aller Glieder dieser Reihe, in denen v' = 0, ist: 



1 12(0 



4 V ( {-— ) --- .V T , = — Ctg-—-} .,?*. 



2ü) i m v v ___ v 

2(0 



Ferner die Summe aller Glieder, in denen V einen bestimmten, von Null 
verschiedenen Werth hat: 

-L y ( 1 l _ "\ + _«. y (— i— 

2(0^1 u — 2v'(j)' v'w' I , „r—H v'co' , 

N 2ö> 10 x x ü) 



A , Ä 11 — 2v'(O f . V'ü)' \ 7I 2 /(. 

= v - ( Ctff 



1 / II — 2 V'ü)' J V'(0' \ 71* 

- - ( Ctg - 71 f Ctg 71 ) -f- 

2(OV 2(0 (0 / .2-2 

M x '4(0 sin 



C-) 
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Man hat also . 

t/ ,v 71 f<71 7T W / a U— 2v'ü)' . V'to' \ 

d/(u, o), (o') -= ctg — ■ -i •->, ctg — ■ 7t; 4- ctg tt ) 



/l , V* • -2/V0)' \\ H7C 2 



oder auch, wenn man unter n eine ganze positive Zahl versteht, und 







setzt, 



,, tN riii (0 //TT TT v-, / A n — 2)110' ^ u~ 2?j(o' \ 

y{u, ü), ü)') = ' -: -- Ctg -r— -^.(Ctg , TT + Ctg - , 71). 

v ' ' (0 2(0 ° (0 2(0 ^A b 2(0 ö 2(0 / 



Aus dieser Gleichung ergiebt sich: 

(p(?f -r 2(0, (0, (0') = + (m, (0, (0') -i 2Yj . 

Setzt man u -= — w, und bemerkt, dass ^(n, o>, w') eine ungrade Function 
von u ist und für u -= — w' nicht = oo wird, so giebt die vorstehende 
Gleichung 

yj = +((o,(o,(o'), 
und man erhält also aus der vorhergehenden Gleichung, wenn man 

u = (O r 

setzt, 

(O f <};((0, (0, (0') — (0 + ((O f , (0, (O f ) 

7C , (O'Tl tt ^ / (2n-lW 4 (2n + lW \ 

— — v Ctg - -{- , > , ( Ctg V — - 71 — Ctg ~ — 71 ) . 

2 b (0 -^V 2(0 b 2(0 / 

Man hat aber, wenn m eine beliebige positive ganze Zahl ist, 



— -oCtg— -r t >, ctg— 71- ctg v — ■ t:) -„ctg 

2 rt (o -^V 2w ° 2co / J 



tc A (2m-i lW 

-*"• - tc ; 

2(0 ' 



it* 
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es ist also der Ausdruck auf der rechten Seite der vorhergehenden Gleichung 
gleich der Grenze, der sich 

(2tM + I)co' (2tn + i)n)' 

tc A (2»H-1)ü)' e mi -fe mi tzi 

ctg: -—i— n'= — — - . 

2 ö o) (ätw+nw' (Jm+Do)' 2 

— - ; K .- « 

nähert, wenn m unendlich gross wird. Diese Grenze aber hat den Werth 

ni , izi 

T oder ~ "2" ' 

jenachdem der reelle Theil von — , positiv oder negativ ist. 

Es geht ferner aus dem ursprünglichen Ausdruck von <\> (u , o> , oo'), 
da derselbe sich nicht ändert, wenn man gleichzeitig 

v' für v, und — v für v' 
setzt, die Gleichung 

hervor. Man hat also: 

O)'^(O), (0, (0') - O)'^(o) 1 , ü)', — 0)) = rh -^- , 

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, jenachdem der reelle Theil 
von — r positiv oder negativ ist. 

Es gilt femer, wenn c eine beliebige Grösse ist, die Gleichung 

ty(ll 7 CO, lü') = r <|>(CH, (CD, CCD'), 

woraus sich, wenn c = — gesetzt wird, 

(0 \ 0) / 

ergiebt. Ebenso ist 
und man hat also 



(0 
(0 



*>' / ^ ü)'\ (0/ . / (0\ TC 
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Setzt man nun 



0)' 
(0/ 



-j-, 



so dass # eine complexe Grösse ist, welche jeden Werth, dessen reeller 
Theil nicht gleich Null ist, annehmen kann, und 



so ist 



XO*)-^* : * ) + «2 ((l-2v-2v'at)(2v + 2v , «t)V 

*£j \(l-2v-2v , ar- 1 i)(2v-r2v l ar , 0V 

ein in der Form einer unendlichen Reihe, deren Glieder sämmt- 
lich rationale Functionen von x sind, dargestellter Ausdruck 
und hat den Werth 

-r l oder — l , 

jenachdem der reelle Theil von x positiv oder negativ ist. 

Man nehme nun im Gebiet der Grösse x einen ganz im Endlichen 

liegenden Bereich (X) so an, dass weder im Innern noch an der Grenze 

desselben der reelle Theil von x gleich Null wird; so lässt sich leicht 

zeigen, dass die vorstehende Reihe innerhalb dieses Bereiches 

unbedingt und gleichmässig convergirt. 

Man setze 

w -= 2v -i- 2v\? ■■/ , 

so dass 






ist. Versteht man nun unter k den kleinsten Werth, den der absolute 
Betrag der Grösse 

für reelle Wert he der Veränderlichen e, s\ §, § r unter der Bedingung, dass 

es-f-e'e' = 1 
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sein und £4 %'i im Innern oder an der Grenze von X liegen soll, an- 
nehmen kann; so ist k nicht gleich Null, und man hat 



i w\ > 2Ä-yvv -f- v'v' 



t\ät 



1-ir i :" /r| (2v - 1)*- { 4 v'v 

für jeden nicht ausserhalb des Bereichs A' liegenden Werth von x. Es 
ist aber für jede ganze Zahl v 



also 



und somit 



(2v - l) 2 > v 2 , 
(2v- l) 2 + 4v'v' ü vv-f- v'v' , 



(vv f v'v') $ 



(1 — fr) -ir~ 



4/r» 



Hiernach ist jedes Glied der Reihe, durch welche '|(1 , i,r/) dargestellt 
wird, seinem absoluten Betrage nach kleiner oder höchstens eben so gross 
als das entsprechende Glied der Reihe 

V ( vv + vV )~- 

^ 4/t 3 ' 

welche bekanntlich eine endliche Summe hat. Damit ist bewiesen, dass 
die erstgenannte Reihe für die dem Bereiche X angehörigen Werthe von x 
unbedingt und gleichmässig convergirt. 

Es ist aber, wenn x in X angenommen wird, der Bereich der 

Grösse - ebenfalls so beschaffen, dass weder im Innern noch an der 
x 

Grenze desselben der reelle Theil von — gleich Null wird. Daher con- 



vergirt auch der Ausdruck von 'Mi,l, J.) für die dem betrachteten 

Bereiche angehörigen Werthe von x unbedingt und gleichmässig. Dasselbe 
gilt also auch für die Reihe, durch welche x(#) dargestellt ist. 

Es möge noch bemerkt werden, dass man in der Reihe <|>(i, 1,0?«), 
weil dieselbe unbedingt convergent ist, je zwei Glieder, in denen v den- 
selben, v' aber entgegengesetzte Werthe hat, in eines zusammenziehen 
kann, wodurch man, wenn unter n eine ganze positive Zahl verstanden wird, 



•Ki,i,*0~n- 



W JL^ ^ 1 y ( (0 v-l)n 2 a' 2 -(2v-l)v 2 1 

^ 4v*(l - 2v) ~ ! 2 'fc ( (4nV + (2v - l) 2 (n 2 x 2 -f v 2 ) 2 J 
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erhält. Die Glieder der so umgeformten Reihe sind rationale Functionen 
ton x, welche rationale Coefiicienten haben, und nur für solche Werthe 
von x, deren reeller Theil gleich Null ist, unendlich gross werden. Als 
Summe von ebenso beschaffenen Gliedern lässt sich also auch x(x) aus- 
drücken. 



5. 
Nun sei x' eine beliebige rationale Function von x 7 und es werde 

X t (x) -=X(x') 

gesetzt, so dass ^(x) ebenfalls eine Summe von unendlich vielen rationalen 
Functionen der Veränderlichen x ist. In der Ebene der letzteren Grösse 
werden dann diejenigen Werthe derselben, für welche der reelle Theil 
von x' verschwindet, durch eine reelle algebraische Curve repräsentirt, 
welche die Ebene dergestalt in mehrere Stücke zerlegt, dass der reelle 
Theil von x' in einigen Stücken überall positiv, in den andern überall 
negativ ist. In den ersteren hat also X x (x) überall den Werth -f-l, in 
den andern überall den Werth — l. 
Nimmt man beispielsweise 

olx -\- ß 

x ~= 

*(x -f- 5 

an, wo a, ß, y, 8 Constanten bedeuten, deren Wahl keiner andern Be- 
schränkung unterliegt, als dass a5 — ßY nicht gleich Null sein darf, so 
ist die genannte Curve bekanntlich ein Kreis*), und es können a, ß, y, 8 
so bestimmt werden, dass dieser Kreis ein gegebener wird und der reelle 
Theil von x' für einen gegebenen Punkt ein vorgeschriebenes Zeichen hat. 
Nun seien F x (x), F 2 (x) irgend zwei eindeutige Functionen von x mit 
einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen. Dann lässt sich, 
wenn 



*) Dies gilt allgemein, wenn man eine unbegrenzte Gerade als einen Kreis mit 
unendlich grossem Radius betrachtet. 



H8 Zur Fnnctiniienlt'kre. 

gesetzt wird, der Ausdruck 

in eine unendliche Reihe , deren Glieder rationale Functionen von x sind, 
umformen, und diese stellt in dem einen der beiden Theile, in welche 
das Gebiet der Veränderlichen x durch den genannten Kreis zerlegt wird, 
die Function F x (x), in dem andern Theile dagegen die Function F 2 (x) dar. 
Nimmt man ferner in der Ebene der Grösse x beliebig viele Kreise 
(oder unbegrenzte Geraden): 



(r) 



JSl , IC , .. . K 



willkürlich an, und bestimmt r lineare Function von x 






so, dass der reelle Theil von x°' ] in der Linie K^ versch windet, so wird 
die Ebene durch die genannten Linien in eine gewisse Anzahl von Stücken 
dergestalt zerlegt, dass der reelle Theil einer jeden Function x 0) innerhalb 
eines solchen Stückes überall dasselbe Zeichen hat. Sind dann 

S o 0*0 ? 3,0z), ... 3,.(.r) 

eindeutige Functionen von x mit einer endlichen Anzahl wesentlicher sin- 
gulären Stellen, und setzt man 

X.(.r)-X(^), (X=l, ... r) 

so kann der Ausdruck 

S o 0r) + ^(aOW -r 3 2 0r)X 2 0r) -f f %(x)X r (x) 

ebenfalls in eine unendliche Reihe, deren Glieder rationale Functionen 
von x sind, umgeformt werden, und diese Reihe hat dann die Eigen- 
thümlichkeit, dass sie zwar innerhalb eines jeden der Stücke, in welche 
die Ebene zerlegt ist, einen Zweig einer bestimmten monogenen Function 
darstellt, in verschiedenen Stücken aber Zweige verschiedener Functionen. 
Sind z.B. K\K\... K (r) Kreise, von denen keiner einen andern 
umschliesst, so wird durch dieselbe die Ebene in (r-hl) Stücke zerlegt; 



Zur Fimctioncnlchrc. 89 

und wenn man die Function x (X) so bestimmt*), dass ihr reeller Theil im 
Mittelpunkt von K {X) positiv ist, so liefert der Ausdruck 

der mit dem vorstehenden übereinstimmt, wenn unter -F,(#), i^O*')? 
. . . jP r+1 (#) ebenfalls eindeutige Functionen mit einer endlichen Anzahl 
wesentlicher singulärer Stellen verstanden weiden, eine Reihe von der 
in Rede stehenden Eigentümlichkeit, indem dieselbe, wenn x innerhalb 
der von K (X) begrenzten Kreisfläche angenommen wird, gleich F x (x), und 
wenn x ausserhalb aller dieser Flächen liegt, gleich F r+l (x) ist, also 
innerhalb eines jeden der (r + l) Stücke, worin die Ebene zerlegt ist, 
einen Zweig einer willkürlich anzunehmenden Function von der hier vor- 
ausgesetzten Beschaffenheit darstellt. 

Ein anderes Beispiel erhält man, wenn die Kreise K\ K'\ ... K (r) 
so angenommen werden, dass jeder der (r — l) ersten von dem folgenden 
umschlossen, und somit die Ebene durch sie gleichfalls in (r-f-i) Stücke 
zerlegt wird. Dann hat nämlich der Ausdruck 

I(^(*)+* (*)) + -* £(f;( a )_ *Ih(*)) w 



>.=! 



die Eigenschaft, dass er innerhalb eines jeden der genannten Stücke gleich 
einer der Functionen F x (x), F 2 (x), ... F r+1 (x) ist, (Ein besonderer Fall 
ist der, wo an die Stelle der r Kreise r einander parallel gerade Linien 
treten.) Scheidet man ferner aus dem Gebiete der Veränderlichen x alle 
negativen Werthe (mit Einschluss von 0) aus, so existiren bekanntlich**) 
unendliche, aus rationalen Functionen von x zusammengesetzte Reihen, 
welche einwerthige Zweige gewisser mehrdeutiger Functionen, wie z. B. 
logx*, x m (wo m eine beliebige Constante bedeutet) darstellen und in der 
Nähe jeder Stelle, die nicht zu den ausgeschlossenen gehört, gleichmässig 
convergiren. Es können nun in dem Ausdruck 

3 (a) + ^(«^(ff) -f- 3 2 (ff)X,(ar) 4- • • • 4- \{x)X r {x) 



*) Ist r x der Radius des Kreises ÜC ( \ und r/> der Weitli von x im Mittelpunkt 
desselben, so kann man 



»\ + "k ~ ' r 



setzen. 

**) S. die auf die Gauss' scheu Kettenbrihhe und die nach Kugolfunetionen fort- 
schreitenden Reihen sich beziehenden Abhandlungen von T ho ine im 00. und 07. Rande 
des Borchardtschen Journals. 
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So(- r )> %i( x )i SjjO*-)* ••• SrO r ) auc ' 1 solche Reihen sein, und man erhält 
dann aus ihm eine gleichfalls aus rationalen Functionen gebildete Reihe, 
welche in jedem der Stücke, in die das Gebiet von x durch die Linien Ä' ()) 
und die Strecke der negativen Werthe zerlegt wird, einen einwerthigen 
Zweig einer mehrdeutigen monogenen Function darstellt, in verschiedenen 
Stücken aber im Allgemeinen Zweige verschiedener Functionen. 

Aus diesen Beispielen erhellt zur Genüge, dass die am Schlüsse des 
§ 3 aufgeworfene Frage folgendermassen zu beantworten ist: 

Wenn der Convergenzbereich einer Reihe, deren Glieder 
rationale Functionen einer Veränderlichen x sind, in der 
Art in mehrere Stücke zerlegt werden kann, dass in der 
Nähe jeder im Innern eines solchen Stückes gelegenen 
Stelle die Reihe gleichmässig convergirt; so stellt die- 
selbe in jedem einzelnen Stücke einen einwerthigen Zweig 
einer monogenen Function von x dar, in verschiedenen 
Stücken aber nicht nothwendig Zweige ein und der- 
selben Function. 

G. 

Ich habe in meinen Vorlesungen über die Elemente der Functionen- 
lehre von Anfang an zwei mit den gewöhnlichen Ansichten nicht über- 
einstimmende Sätze hervorgehoben, nämlich: 

1) dass man bei einer Function eines reellen Arguments aus der 

Stetigkeit derselben nicht folgern könne, dass sie auch nur 
an einer einzigen Stelle einen bestimmten Differentialquo- 
tienten, geschweige denn eine — wenigstens in Intervallen — 
ebenfalls stetige Ableitung besitze; 

2) dass eine Function eines complexen Arguments, welche für 

einen beschränkten Bereich des letzteren definirt ist, sich nicht 
immer über die Grenzen dieses Bereichs hinaus fortsetzen lasse; 
mit andern Worten , dass monogene Functionen einer Veränder- 
lichen existiren, welche die Eigen thümlichkeit besitzen, dass in 
der Ebene der Veränderlichen diejenigen Stellen, für welche 
die Function nicht deflnirbar ist, nicht bloss einzelne Punkte 
sind, sondern auch Linien und Flächen bilden. 
Da im Vorhergehenden von Functionen einer complexen Veränder- 
lichen, denen die unter (2) genannte Eigen thümlichkeit zukommt, die 
Rede gewesen ist, so will ich bei dieser Gelegenheit ein leicht zu be- 
handelndes Beispiel einer solchen Function beibringen. 
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Angenommen, der Halbmesser des Convergenzbezirks einer gewöhn- 
lichen Potenzreilie 



CO 



Y.A v a? 



V 

v = o 



sei gleich 1, die Reihe convergire aber auch unbedingt und gleichmässig 
für alle Werthe von x, deren absoluter Betrag gleich 1 ist, so dass, 
wenn unter t eine reelle Veränderliche verstanden wird, 



e 



v=o 

eine stetige Function von t ist. 

Im Innern des Convergenzbezirks der Reihe nehme man eine Stelle x 
beliebig an und forme die gegebene Reihe in eine Potenzreihe ty(x — x ) 
um. Ist r der absolute Betrag von x , so kann der Halbmesser des 
Convergenzbezirks der Reihe ?ß(x — x ) nicht kleiner als 1 — r , wohl 
aber grösser sein. Ist das Letztere der Fall, so liegt eine Strecke der 
Begrenzung des Convergenzbezirks der gegebenen Reihe ganz im Con- 
vergenzbezirke von 5ß (x — x Q ) , und es besteht , wenn 

— = e® % ist, und x, = e l 

gesetzt wird, für alle Werthe von t zwischen zwei bestimmten Grenzen 

(*o "~ T i ^ T ) ( ^ e Gleichung 

oo 

Nun hat aber %(x — o\^ als Function von x betrachtet, Ableitungen 
jeder Ordnung, dasselbe gilt also auch von ty(x t —x ), als Function von t 
betrachtet, für die zwischen t — x und. f -f x liegenden Werthe dieser 
Grösse. Hieraus folgt nun: Wenn sich in einem bestimmten Falle be- 
weisen lässt, dass die Function 

v=o 

in keinem Intervalle der Veränderlichen t Ableitungen jeder Ordnung be- 
sitzt, so ist daraus zu schliessen, dass der Convergenzbezirk der Reihe 
ty(x— # ), wie man auch x annehmen möge, ganz in dem Convergenz- 
bezirk der gegebenen Reihe enthalten ist, die Function also, welche durch 
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diese letztere dargestellt wird, über deren Convergenzbezirk hinaus nicht 
fortgesetzt werden kann. 

Nun sei a eine ungrade positive ganze Zahl, b eine positive Grösse, 
die ^1, und a v -= et*. Dann erfüllt die Reihe 

die oben für die betrachtete Reihe gestellten Bedingungen. Es ist aber 
von mir der Beweis*) geführt worden, dass die Function 

oo 



2] /> v cos rt v t , 



V = 



sobald ah^l-vln ist, für keinen Werth von t einen bestimmten 
Differentialquotienten besitzt. Durch die Reihe 



CO 



2 V af- 



V=U 



wird also, wenn ab^>l-\ ütc, eine Function definirt, die nicht über 
den Convergenzbereich der Reihe hinaus fortgesetzt werden kann, und 
also ausschliesslich für solche AVerthe von x, deren absoluter Betrag die 
Einheit nicht überschreitet, existirt. 

Es ist leicht, unzählige andere Potenzreihen von derselben Be- 
schaffenheit wie die vorstehende anzugeben, und selbst für einen beliebig , 
begrenzten Bereich der Veränderlichen x die Existenz von Functionen 
derselben, die über diesen Bereich hinaus nicht fortgesetzt werden können, 
nachzuweisen; worauf ich jedoch hier nicht eingehe. 

Schliesslich möge noch bemerkt werden, dass sich auch in Beziehung 
auf zusammengesetztere arithmetische Formen, welche eindeutige monogene 
Functionen einer und mehrerer Veränderlichen oder einwerthige Zweige 
solcher Functionen auszudrücken geeignet sind, Untersuchungen anstellen 
lassen, welche der hier für eine der einfachsten Formen durchgeführten 
analog sind und zu ähnlichen Resultaten führen. 



*) Dieser Beweis ist von Hrn. P. du Bois-Re ymond, dorn ich ihn brieflich 
mitgctheilt hatte, im 79sten Bande von Borchardts .Journal S. .*J0 veröffentlicht. 
(Ich berichtige bei dieser Gelegenheit zwei a. a. (). sich findende Druckfelder. Z. 10 v. o. 
muss es „ar*,/ statt „f/ ", und Z. 4 v. u. „auch" statt „nicht** heissen.) 






Anmerkungen. 



1. Zu S. 71, Z . s v. u. 

Den hier angefühlten wichtigen Satz beweise ich in meinen Vor- 
lesungen in sehr einfacher AVeise. 

Ich betrachte zunächst eine Potenzreihe P(x), welche nur eine end- 
liche Anzahl von Gliedern enthält, also die Form 



M 



P(j-)-Y. -V- 



v=— m 



hat, wo m eine ganze positive Zahl bedeutet. 

Es sei £ eine bestimmte Grösse, deren absoluter Betrag gleich 1 ist, 
und deren Wahl nur der Beschränkung unterliegt, dass £ v , wenn v eine 
der Zahlen 0, H 1 , 12, ... -i_- m ist, nicht gleich 1 sein darf. Ferner 
bedeute •/• eine beliebig anzunehmende positive Grösse, so existirt für den 
absoluten Betrag von P(:r) , wenn man der Veränderlichen x nur solche 
Werthe beilegt, deren absoluter Betrag gleich r ist, eine endliche obere 
Grenze, die mit (.! bezeichnet werden möge. Dann ist, wenn unter / eine 
beliebige positive ganze Zahl verstanden wird. 



/ i 

1 2 



I'(rt) 



(i . 



Man hat aber 



/-■- 1 



v — -*- m l — 1 _ i 

v _ - m X — o ^ ' 



,■ r^Ky-*' 






X-u 



— A -\ 



:?'•' 



/v 



V V 

i-5 



) 



.V 



I 

V 



wo bei der durch das Zeichen Zj angedeuteten Summation der Zahl v alle 
Werthe von — m bis -i w, mit Ausschluss der Null, zu geben sind. 
Nun kann man aber, nach Annahme einer beliebig kleinen positiven 
Grösse 6, der Zahl / einen so grossen Werth geben, dass der absolute 
Betrag von 

1 V 1 l ~ q> * v 



/ 



7 



V 

i-5 
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kleiner als 5 wird; dann hat man 



o 



also 



Jetzt sei 



.4 



o 



G -f -8 , 



% 



V = -+-oo 



P(a:)=J] A^x 



V= — oo 



eine beliebige Potenzreihe , welche convergent ist für jeden Werth von a:, 
dessen absoluter Betrag zwischen zwei bestimmte Grenzen R, R' liegt. 
Ist dann r eine zwischen R und R' enthaltene, im Übrigen wilktirlich 
anzunehmende positive Grösse, so giebt es wieder für den absoluten Be- 
trag von P(x), wenn man der Veränderlichen x nur solche Werthe bei- 
legt, deren absoluter Betrag gleich r ist, eine endliche obere Grenze, 
die mit g bezeichnet werden möge. Man kann ferner, nach Annahme 
einer beliebig kleinen positiven Grösse 8, eine Zahl m so bestimmen, 
dass für jeden Werth von rr, für den \x\ = r, 



H = — oo 

IS 

v=— m— l 



■Äy OC 



l -. 



V = oo 



o 5 > 12 A ^ 



v = m -+- l 



2 



ist; dann hat man 



V = -4-W 



V, A„x 



</H-5 



v=— m 



also nach dem Bewiesenen 



und somit 



A,\^g+0 



o i 



9 



Lässt man ferner die Reihe x~~*P(x), wo |i eine beliebige ganze Zahl 
bedeutet, an die Stelle von P(x) treten, so ist gr"^ die obere Grenze 
für den absoluten Betrag von x~*P(x), wenn man der Grösse x nur 
solche Werthe giebt, deren absoluter Betrag gleich r ist; man hat also 



> 



— h- 



<gr r , 



w r as zu beweisen war. 

Für Potenzreihen von mehreren Veränderlichen gilt ein analoger Satz, 
der sich ebenso elementar wie der vorstehende beweisen lässt. 
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2. Zu S. 81 , Z. 9 v. u. 

Sind (i) , (d' zwei complexe Grössen , für welche der reelle Bestandteil 

von — r positiv ist, und bezeichnet man die AVerthe, welche die Function 

p(u | w, w f ) für w -- co, cd i- cö', ü>.' annimmt, beziehlich mit e 1? r 3 , c 3 , so 
hat man*) 

(~) •(*-! - <$ = +2h + 2h* + 2h 9 + ■■■?, 

wo 



h = e w 

ist. Nimmt man ferner vier ganze Zahlen j), q, j/, 5' so an, dass unter 

ihnen die Relation 

pq'-p'q = 1 

besteht, und setzt 



so ist, wenn^S (7 beide grade, j>, #' also beide ungrade Zahlen sind, auch 

^(ü)«| (0 , to') = q , £>(ü> -} to' | (0 , 0)') = (> 2 , ^(ö)' | ü) , to') = e 3 , 

und es gilt die Gleichung 

("*)". («1 - *,) - + 2*! + 1>/4 + 2/4 -f • • o 4 ; 

man hat also 

Nun sei t eine positive Grösse, und 

1 t 1 4 . 

so ist 

Lim. h = Lim. e = , 

£ = 00 t = oo 

p' + q'ti. q'. 

— - TT- Hi — TCi 

Lim. /tj = Lim. e*' <l l = e q ; 

^ = 00 ' — 00 



*) S. die „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen, 
herausgegeben von H. A. Schwarz", S. -A3. 
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es ergiebt sich also, wenn unter # eine Veränderliche, deren absoluter 
Betrag kleiner als 1 ist, verstanden wird, aus der vorstehenden Gleichung, 
dass der absolute Betrag der Summe 



i^-25> 



vv 

f. 



unendlich gross wird, wenn sich o- auf einem bestimmten AVege dem Grenz- 



t? 



werthe 



7' • 



nähert. Nun kann man aber, wenn x irgend eine bestimmte Grösse 
vom absoluten Betrage 1 ist. die Zahlen y>, f/, p'. q' so annehmen, dass 
dieselben den angegebenen Bedingungen genügen und überdies der ab- 
solute Betrag der Differenz 

</ • 

Kl 

Q 

so klein wird, wie man will; es giebt also in jeder noch so kleinen 
Umgebung von x {) Werthe der Veränderlichen x, für welche der 

absolute- Betrag von 

< « • 

1 : L>V.r vv 
v = l 

grösser ist, als jede beliebig angenommene positive Grösse. 

Hieraus ergiebt sich nun ohne Weiteres das, was im Texte bereits 
von dein Ausdrucke 



>w J:(,. ,',-.) 



gesagt worden ist, indem für diejenigen Werthe von a*, deren ab- 
soluter Betrag kleiner als 1 ist, die Gleichung 



1 \FU) (l Ü^V*) 

gilt*). 

J)azu bemerke ich noch Folgendes: 

Setzt man, unter x eint 4 Grösse verstehend, deren zweite Coordinate 
nicht gleich Null sein soll, 

+) Fund. nov. § 40, Gl. (4.) und g l>5, Gl. ((3.). 
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so bat man, wenn die zweite Coordinate von x positiv ist, 

<P(t) = »2(0|t), 
woraus sich die Relation 

ergiebt. Ist dagegen die zweite Coordinate von x negativ, so bat man 
also 



SF(x) = -~?(-J-). 



Hiernach ist also der Ausdruck 

'"(■■■;) 

in dem einen Tbeile seines Geltungsbereichs gleich x, in dem andern aber 
gleich — x; er ist also nicht eine monogene Function von x, und dem- 
zufolge auch F(x) nicht eine monogene Function von sc. 



3. Zu S. 92, z. 9. 

Ich lasse hier den angeführten Beweis aus dem 79sten Bande des 
Borchardt'schen Journals unverändert abdrucken. 

„Es sei x eine reelle Veränderliche, a eine ungrade ganze Zahl, 
b eine positive Constante, kleiner als 1, imd 



CO 



f(x) = 2 //* COS (a u x n) ; 

71 = 

so ist f'(x) eine stetige Function, von der sich zeigen lässt, dass sie, 
sobald der Werth des Products ab eine gewisse Grenze übersteigt, an 

keiner Stelle einen bestimmten Differentialquotienten hat. 

(■» 



08 
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Es sei x irgend ein bestimmter Werth von x, und m eine beliebig 
angenommene ganze positive Zahl; so giebt es eine bestimmte ganze 
Zahl oi nv für welche die Differenz 



" m ^o- a m> 



die mit x m+l bezeichnet werde, 
Setzt man dann 



-^-, aber <■- ist. 



OL. .. - 1 



z' ■-- 



tti 



a ■ 1 



(/ 



m 



a" 



m 



a 



m 



so hat man 



x — a* = 



1 -.U '»• . 1 — 7* 



a 



a 



es ist also 






Man kann aber wt so gross annehmen, dass a ,f , #" beide der Grösse # 
so nalie kommen, wie man will. 
Nun ist 



/•(*')- -fCr«) 



X f — X 







^ / >* cos(ri #'?:) - cos(a .r ~)\ 
^ V x'-x / 



y (7" + ". cos {a m * H x' ic) - co s(ff W ' +> '>„^)\ 



Der erste Theil dieses Ausdrucks ist, da 



cos (a x ' tz) — cos (a x () n) 



— 7csin(a — 5— -tcI- 






>.t 



H X Xi\ 

a — ^ — -7c 



und der Werth von 



. / u X' -X \ 

m\[a - 2 -°nj 



>.t 



a 



n x' — x () 



— TC 
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stets zwischen — 1 und -hl, liegt, dem absoluten Betrage nach kleiner als 

m — l 

also auch kleiner als 

(a b) . 



ah — i 



Ferner hat man, weil a eine ungrade Zahl ist: 

cos(« ,w - M V*) - cos(a w (« w -l)K) - - (-1)"'" , 

cos Qh m ~*~ n x rc) = cos(V' « m rc -t- <e w # W4 _, rc) = (- 1) '" cos (a n x m ^ x) , 

also 

™ m + n /cos(a m+H x f Tz) -cosfa'" 4 "" r 7r)\ a wi ~ 1 -f-cos(a V wi+i tc) m 
>.ft •( , ) -(-1) (ah) >, „ w 

Alle Glieder der Summe 

~l + cos(a H x w + l n) n 
A— ! 6 



»=o * ,T m-+-i 



sind positiv, und das erste, da cos^^tc) nicht negativ ist, 1 -f- ar #M _ | _ 1 

13 ^ 

aber zwischen t7 und — liegt, nicht kleiner als -jj-. 
Hiernach hat man 

wpm = ( _ d«. („,,)*. „ (4 + . » ) . 

x'—x K ' v '\3 ah — 1/ 

w r o rj eine positive Grösse, die > 1, bezeichnet, während e zwischen 
— 1 und -f- 1 enthalten ist. 
Ebenso ergiebt sich 

f(x")- f(x ) ( u «> Un j, n '' ("2 * \ 



wo yj 1 ebenso wie rj positiv und > 1 ist, t { aber zwischen — 1 und 4- 1 
liegt. 



7* 
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3 

Nimmt man nun a, h so an, dass ab > 1 f -^tc, also 



7C 



3 a& - 1 



ist, so haben 



f(*'W(* ) , fl*"Wfr u ) 

x' — x x" — x x 





stets entgegengesetzte Zeichen, werden aber beide, wenn m ohne 
Ende wächst, unendlich gross. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass f(x) an der Stelle (x = x ) 
weder einen bestimmten endlichen, noch auch einen bestimmten unendlich 
grossen Differentialquotienten besitzt". 

Im 13ten Bande der „Fortschritte der Mathematik" finde ich auf 
S. 335 in einem Referate über Herrn Wiener's im 90sten Bande des 
Borchardt'schen Journals erschienene, auf die ün Vorstehenden betrachtete 
Function f(x) sich beziehende Abhandlung die Bemerkung, es sei Herr 
AViener durch eine gründliche geometrische und analytische Untersuchung 
der in Rede stehenden Function zu dem Resultate gelangt , dass die Be- 
hauptung, es besitze diese Function an keiner Stelle einen bestimmten Diffe- 
rentialquotienten, nicht durchweg aufrecht erhalten werden könne. Ich 
entnehme daraus, dass ich im Glauben, Jedermann wisse, was erforder- 
lich ist, wenn eine stetige Function an einer bestimmten Stelle einen 
bestimmten Differentialquotienten besitzen soll, am Schlüsse des obigen 
Beweises mich doch zu kurz gefasst haben muss, weswegen ich die fol- 
genden Erläuterungen hinzufüge, welche freilich für die meisten Leser 
überflüssig sein werden. 

Wenn eine stetige Function F(x) der reellen Veränderlichen x an 
einer bestimmten Stelle (x = x ) einen bestimmten endlichen Diffe- 
rentialquotienten besitzen soll, so ist dazu nothwendig — selbstver- 
ständlich aber nicht hinreichend — dass alle Werthe, welche der Quotient 

F(x) - F(x ) 
x — x 

nach Festsetzung einer oberen Grenze für den absoluten Betrag der 
Differenz x — x annehmen kann , zwischen endlichen Grenzen enthalten 
seien. Diese Bedingung ist für die von mir angegebene Function f(x) 
niemals erfüllt, wie man auch x annehmen möge. 
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Soll ferner F(x) für x = x einen bestimmten unendlich grossen 
Differentialquotienten (4--00 oder — 00) haben, so muss nach Annahme 
einer beliebigen positiven Grösse g für den absoluten Betrag von x — x 
eine obere Grenze sich so festsetzen lassen, dass jeder Werth, den der 

Fix) - Fix ) 

Quotient — , , <L alsdann erhalten kann, im ersten Falle zwischen 

x — x 

g und H -co, im zweiten dagegen zwischen —g und — 00 liegt. Eine 

nothwendige Bedingung für die Existenz eines bestimmten unendlich grossen 

Differentialquotienten der Function an der Stelle (x = x ) ist also, dass 

der Quotient 

F(x) - F(x o ) 

"x - x 

für alle einer hinlänglich klein angenommenen Umgebung der Stelle x an- 
gehörigen Werthe von x dasselbe Zeichen habe. Auch diese Bedingung ist 
für die in Rede stehende Function f(x), wie gezeigt worden, niemals erfüllt. 
Ich muss also den Satz, dass die von mir aufgestellte Function an 
keiner Stelle einen bestimmten Differentialquotienten besitze, 
als unbedingt gültig aufrecht erhalten. Herrn Wiener's Einwendungen 
dagegen beruhen übrigens auf einem leicht aufzuklärenden Missverständnisse. 
Es ist mit dem Satze gar wohl vereinbar, dass für gewisse Werthe x sich 
eine unendliche Reihe von Werthen #,, x t . # 3 , ... so bestimmen lässt, 
dass Lim. x n ^=x ist und zugleich 

n=oo 

Lim. _ v -™ /v " 7 

n=co x — x„ 

' n 

einen bestimmten Werth erhält. Daraus aber zu schliessen, dass in einem 
solchen Falle f(pr) an der Stelle (.r"-r ) einen bestimmten Differential- 
quotienten besitze, ist ebenso unzulässig, wie es sein würde, wenn man 
z. B. von der Function 

F(x) = x sin (x h — j 

behaupten wollte, sie besitze an der Stelle (.r--0), den Differential- 
quotienten Null , weil sich , wenn man x n = - — se tzt , 

Fix ) 
Lim. x n — und Lim ?L = 

n = 00 n= 00 x 

n 

ergiebt. 

-^W^ 



?? 
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Nachtrag. 



(Ans dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften vom 21. Febraar 1881.) 



In der am 12. August 1880 der Akademie vorgelegten Abhandlung 
„Zur Functionenlehre" habe ich (in § 4) eine aus rationalen Func- 
tionen einer Veränderlichen x gebildete unendliche Reihe aufgestellt, 
welche die Eigenthümlichkeit besitzt , dass sie den Werth 

4- 1 oder — 1 

hat, jenachdem der reelle Theil von x positiv oder negativ ist. 

Obwohl diese Reihe an sich einfach genug ist und für den Gebrauch, 
den ich von ihr zum Beweise des in § 5 d. g. Abhdl. gegebenen Haupt- 
satzes gemacht habe, durchaus geeignet sich erweist, so ist doch ihre 
Herleitung einigermassen umständlich und setzt mehrere Sätze aus der 
Theorie der trigonometrischen Functionen voraus. Um so interessanter 
war es mir, kürzlich durch eine briefliche Mittheilung von Hrn. J. Tannery, 
Professor an der Faculte des sciences zu Paris, der meine Abhandlung 
in's Französische übersetzt hat, zu erfahren, dass es höchst einfache 
Reihen ähnlicher Art giebt, welche nicht nur für den angegebenen Zweck 
dasselbe leisten wie die meinige, sondern vor dieser zugleich den wesent- 
lichen Vorzug haben , dass zu ihrer Aufstellung und zum Nachweis ihrer 
charakteristischen Eigenschaft nur die elementarsten Sätze der Functionen- 
lehre erforderlich sind. 
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Ich erlaube mir, aus Hm. Tannery's Briefe das Nachstehende mit- 
zutheilen. 

„Man nehme eine unendliche Reihe positiver ganzer Zahlen 

m , m x , m 2 , . . . 

so an, dass 

Lim. m n = oo , 

W=oo 

so ist 

Lim. i± xm _ w - I 4 " 1? Wenn ' X ' ^ * ' 
n =oo 1 _ x m n \— l , wenn | x \ r> 1 . 

Man hat aber 

Hx n _ l 4- sc ^i | 1 -f # 14- rc 

1 — X ° v!=i ( 1 — x 1 — X 



1 m M 

1 — X H 



^ 1 + x m ° » ^ »'v-' fr'"'- - l) 

~~ i - x"'» + h {x" h - 1) («"•»- - 1) ; 

setzt man also 

1 + X m ° Ä 2 s *-' fr;" '- - 1) 

so convergirt die Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung für jeden . 

Werth von x, dessen absoluter Betrag von 1 verschieden ist, und hat 

den Werth 

4- 1 oder — 1 , 

jenachdem der absolute Betrag von x kleiner oder grösser als 1 ist. 
Nimmt man in dem vorstehenden Ausdrucke von f \>(x) 

m y ■= 2 V , 
so erhält derselbe eine besonders einfache Gestalt; es ist dann 

1 — x X'—l xr — 1 a; 8 — 1 



*) Ich bin vor nicht langer Zeit darauf aufmerksam gemacht worden, dass sich 
in einer Abhandlung des Herrn E. Schröder a. d. J. 1876 (Schloemilch's Zeitschrift 
für Math. n. Phys., 22. Jahrg. S. 184) die Formel 

j ^37 . wenn M < 1 . 
wenn | x | > 1 , 



i_ . : I I : i_ . . . 

— I ' « —2 4 —4 ' « — 8 ' l 1 

x — X x — X x — X x — X I 

\x-i ' 



findet, woraus sich die im Texte nachgewiesene Eigenschaft der Function +(x) in dem 
Falle, wo w v = 2 v ist, unmittelbar ergiebt. 
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Dazu bemerke ich noch Folgendes. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass die von Hrn. Tannery gegebene 
Reihe in der Nähe jedes Werthes von x, dessen absoluter Betrag nicht 
gleich 1 ist, gleichförmig convergirt. 

Ist ferner x' eine beliebige rationale Function von x, so werden in 
der Ebene der letzteren Grösse diejenigen Werthe derselben, für die der 
absolute Betrag von a' gleich 1 ist, durch eine algebraische Curve 
repräsentirt , welche die Ebene dergestalt in mehrere Stücke zerlegt , dass 
der absolute Betrag von x' in einigen Stücken kleiner als 1, in den 
andern grösser als 1 ist. Setzt man also 

tyW^X^x), 

so ist Xi^) ein Ausdruck von derselben Beschaffenheit wie der von mir 
im Anfang des § 5 d. g. Abhdl. ebenso bezeichnete. Nimmt man insbesondere 



l f x 



x' - — - ? 



'»■ 



so erhält mau einen Ausdruck, der gleich dem von mir mit X(x) be- 
zeichneten den Werth 

4 1 oder — 1 
hat, jenachdem der reelle Theil von x positiv oder negativ ist. 



^J~J\J\f VA A/w- 



Einige auf die Theorie der analytischen 
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ziehende Sätze. 



Einige auf die Theorie der analytischen 
Functionen mehrerer Veränderlichen sich be 

ziehende Sätze. 



1. Vorbereitungssatz.*) 

Ist F(x, x v ...x n ) eine gegebene, in der Form einer gewöhnlichen 
Potenzreihe dargestellte Function von x,x v ...x n , welche, wenn diese 
Veränderlichen sämmtlich verschwinden, ebenfalls gleich Null wird, so 
giebt es stets unendlich viele, dem Convergenzbezirke der Reihe ange- 
hörige Werthsysteme der Grössen x, x x , ... x nJ welche die Gleichung 

j- v«*-'j x 11 ... *f'fi) " 
befriedigen. 

Bei vielen Untersuchungen handelt es sich nun darum, von diesen 
Werthsystemen alle diejenigen zu bestimmen, für welche der absolute Be- 
trag jeder einzelnen Grösse eine — beliebig klein anzunehmende — Grenze 8 
nicht überschreitet. 

Diese Aufgabe lässt sich folgendermaßen lösen. 
Es werde 

F(x, 0. . . . 0) mit F (x) 

bezeichnet und 

1 yX, 3 p ... X, n ) .F^yX) ij \0 * 3 y ... X n ) 

gesetzt, so dass F x für jeden Werth von x gleich Null wird, wenn x v ...x n 

*) Diesen Satz habe ich seit dein Jahre 1800 wiederholt in meinen Universitäts- 
Vorlesuugen vorgetragen. 
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sämmtlich verschwinden. Ich nehme nun zunächst an, dass F (oc) nicht 
für jeden Werth von x verschwinde. Dann kann man eine positive 
Grösse p so annehmen, dass F (x) für keinen Werth von x, dessen 
absoluter Betrag :> , aber ^ p ist , verschwindet , und dass es zugleich 
Werthe von x v x v ... x n , die sämmtlich von Null verschieden sind, 
giebt, für welche die Reihe F 1 (p,x v ... x n ) convergirt. Wenn ferner 
eine zweite positive Grösse p so angenommen wird, dass sie :>0, aber 
<:p ist, und festgesetzt wird, dass der absolute Betrag von x zwischen 
p und p liege, die absoluten Beträge von x v ...x n aber alle unter einer 
Grenze p 1 bleiben sollen, so kann man p x so klein annehmen, dass für 
alle Werthsysteme von x, x v ...x n1 welche diese Bedingungen erfüllen, 

F dem absoluten Betrage nach grösser als F l 
ist. Man hat dann 

i -i .^ F* _y F? 

F{x,x v ...x n ) F F' F x=« F 

^ »f« x^F Xd ^ x^F X ~' dF ' 

dx 'dx \r\ 1 dx ^i i dx 

~F~ ' 7 " x=, ~ F J +T ~x-. ^ "~ 

z A=co t-» a 

_ _dx y< 1 d / F r \ 

"* 

Es ist aber, da der grösste Werth, welchen der absolute Betrag von 

F, 

-jjT für alle jetzt betrachteten Werthe von x,x v ...x n besitzt, kleiner 

als 1 ist, die Reihe 

X=oo f 

2 1 i 

J 

gleichmässig convergent, und daher 



dF 


dF n 


1 ^ 


dx 


dx 


d y< 1 ^i 


F 


~~F" 

* 
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Es kaiin ferner, wenn das Anfangsglied in der Elitwickelung von F (x) 

x 
F 
den Exponenten m hat, -~ in eine Reihe von der Form 

F 

entwickelt werden, wo G(x v ...x tl ) eine gewöhnliche Potenzreihe von 
x v ...x n bedeutet; und bei der eben erwähnten Eigenschaft der Reihe 



2 


1 

V 




X-i 




F 

x 



kann man alle Glieder,' welche dieselbe Potenz von x enthalten, in eines 
zusammenziehen und erhält so: 



X=CK> -JJ V-=-+-^J 










wo auch tf^ x n ) eine gewöhnliche Potenzreihe bezeichnet. Ferner ist 



fift 







= M X -r Cr 0) , 

wo (7(u) eine gewöhnliche Potenzreihe von x bedeutet. Also: 



-■■mx l i (/(.;) - y] 6'(.'* P '„) ..' ,v 



C X . V 



Aus dieser Gleichung lässt sich zunächst ersehen, dass, wenn man den 
Grössen x v x. 2J ...x n bestimmte Wer the, die dem absoluten Betrage nach 
sämmtlich kleiner als p x sind, beilegt, die Gleichung 

stets durch m Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach kleiner 
als p sind, befriedigt wird, vorausgesetzt, dass jeder so oft gezählt wird 
als die zugehörige Ordnungszahl anzeigt. (Vgl. S. 10.) 
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Das« es überhaupt innerhalb des angegebenen Bereiches Werthe von 
x giebt. welche F-^Q machen. lässt sich so zeigen: Angenommen, es 
würde F(x.x l — x n ) bei gegebenen Werthen von x x x n für keinen 



ex 



der in Rede stehenden Werthe von x gleich Null, so liesse sich r 

T 

für alle Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach kleiner als p 
sind, in eine nur ganze positive Potenzen von x enthaltende Reihe ent- 
wickeln, und diese müsste für die ihrem absoluten Betrage nach zwischen p 
und p liegenden Werthe von x mit der vorstehenden übereinstimmen. Dies 
ist aber nicht möglich, da in der letzteren Reihe das Glied mx" 1 vorkommt. 
(Da die erste Ableitung einer Potenzreihe von x niemals ein Glied mit 
dem Exponenten — 1 enthält, so kann sich das angegebene Glied nicht 
gegen ein anderes heben). — Angenommen nun, es seien 

t tt ir\ 

X ,X X 

die in dem angegebenen Bereiche liegenden Werthe von x. welche die 

Gleichung F(x, x v ... x tl ) = befriedigen, wobei ein jeder in diese Reihe 

so oft aufzunehmen ist, als seine Ordnungszahl anzeigt, so wird die 

Differenz 

cF 

ex \ l 



r x — x x — x 

für keinen Werth von x, dessen absoluter Betrag kleiner als p ist, un- 
endlich gross, und kann daher in eine nur ganze positive Potenzen von 
x enthaltende Reihe %(x) entwickelt werden. Für alle Werthe von ;r, 
die dem absoluten Betrage nach kleiner als p, aber grösser als jede der 
Grössen x',z",...x ir) und p sind, hat man also: 



r.F 

r)x 

F 



V= :o 



ik^) 2 n* v ' • 



V_iü 



WO 



S v - (x')\ . • • : (X in )\ 



und 



dF 



V— 1 



r ", mx -f G(z)—£j 0(x v ... x fl ) . vx 



V=-= OQ 
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öF 

Die Vergleichung dieser beiden Ausdrücke von — -*- giebt 

s = m oder r = m 

d. h. die Anzahl der in Rede stehenden, die Gleichung F(x, x v ... x n ) = 
befriedigenden Werthe von x ist gleich dem Grade des Anfangsgliedes 
von F(x, 0, ... 0). 

Ferner ergiebt sich, wenn man 

v = — l und l r> annimmt 

^i == yp^v * * • **W_ / 
Setzt man daher: 

f(x, x v ... x n ) = (x — x ') (x — x my ) = x m -\ f x x m ~ l 4- • • • H- f m 

so dass 

dx 1.1 



/" # — #' # — x {M) 

ist, so erhält man für Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach grösser 
sind als x\ ...x itn) , 

»1-1 . / .v /• Wl— 2 , , .. 

mx H-- (w — 1) f x x -i h / , _, _ 2 _ 3 

X , / j X T" " ' f )H 

und hieraus: 

/*, = - *, 

2 / 2 = ,s 2 — Sj / j 

3 ^3 = ~~ 5 3 ~ S 2^\~~ S l ^1 



m 'm ~ s ni s m—\ '\ s m-2 h ' * ' s i 'm—i ' 

Hiernach sind f v . . . f m sämmtlich Potenzreihen von x v ... x n , welche 
sicher convergiren , wenn alle diese Grössen dem absoluten Betrage nach 
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kleiner als p 2 sind. Die gesuchten m Werthe von x werden dann ge- 
funden durch Auflösung der Gleichung 

x m + f x x m ~ l + ••• + /« = 

dF 

Man erhält ferner durch Vergleichung der beiden Ausdrücke von 



ex 



oo 

V 



%(x) = G(x) - £> + !) G(x v ...*„) .x 



v=o V+I 



für alle Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach kleiner als p sind. 
Setzt man daher 

/» CO 

®(xj x v ... x n ) = / G(x) dx — 2 0(x v ... x n ) d? v+1 , 



v = 



so sind © und § gewöhnliche Potenzreihen von x, x v ... x n , welche 
sicher convergiren, wenn | x | < p, | rr, | < p p ... | x n | < p x . Dabei wird 
3=1, wenn x, x v ... x n sämratlich verschwinden. 

Aus der Gleichung 



folgt nun 



dF 

dx 


df 

dx 

= - f - 


-v ■ 


dx 


F 


% 



J: \Xj Xj, ... Xfl) I \3C . iTj, . . • 3^/ • O $^X, iTjy • . • 3^7 , 



wo C den Coefficienten von # m in F(x, 0, ... 0) bedeutet. 

Die Coefficienten von /", g sind nun unabhängig von den gewählten 
Grössen p , p, ; die vorstehende Gleichung muss also gelten für alle Werthe 
von x,x v ...x M , bei denen die Reihen F, /*, § alle drei convergiren. 

Nehmen wir also eine Grösse 8 so an, dass erstens alle 
Wer thsy steme von x,x v ...x nJ in denen jede dieser Grössen 
dem absoluten Betrage nach die Grenze 8 nicht überschreitet, 
dem Convergenzbezirk der genannten drei Reihen angehören, und 
dass zweitens %(x,x v ... x n ) für keines derselben verschwindet, 
so werden diejenigen unter diesen Werthsystemen, welche die 
Gleichung F(x,x v ...# M ) = befriedigen, durch Auflösung der 
Gleichung mten Grades f(x,x v -..x^) = bestimmt. 
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Es ist hierbei, wie bemerkt, angenommen worden, dass 

F(x,0,...0) 

nicht identisch gleich Null ist. Ist dies der Fall, so hat man zur 
Lösung der gestellten Aufgabe folgendermassen zu verfahren. 

Man bezeichne mit (x,x v ...x n ) die Summe derjenigen Glieder von 
I\x,x v ...x n ), welche von der Xten Dimension sind, und mit |a den 
kleinsten Werth von X; für welchen die Coefficienten von (x,x v ...x n ) 
nicht sämmtlich verschwinden, so dass man 



r \Xj 3?j, ...X n ) [XjX^ ...X. n ) , \ä.'j J'j, ...X n ) 



H+l ' 



hat. Sodann führe man an Stelle von x,x v ...x u ebenso viele andere 
Veränderliche y, y v ... y n ein mittelst der Gleichungen: 

x x "=c lo y-i c n y,-T \-c ln y n 



• x n= c nQy + e n\yi+ ' ' m + c nn!tn> 

wo die Grössen r;^, ...f Mn Constanten bezeichnen, die keiner andern Be- 
schränkung unterworfen sind, als dass 

( 10> * * * ( 'lM 



und 






' ( 'oo> r io> •" c no\ 



von Null verschieden sein müssen. Durch diese Substitution verwandelt 
sich F(x,x v ...x n ) in eine ähnliche Function von y,y v — y n , welche 
mit F(y,y v ...y n ) bezeichnet werden möge. Dann hat man: 

* (y? "> • • • v) = [c w , t' l0 , ... c no ) y ; (c 00 , c 10 , ... c no ) x y ■■+-••• 

Es ist also die Function F(y, 0, ... 0) nicht identisch gleich Null 
und ihr Anfangsglied von der jiten Ordnung. 

Man kann daher nach dem Bewiesenen F(y,y v ...y n ) darstellen 
in der Form 

F(y, y v ... y n ) = (/+ /"' ®i(y v ~ v») h f- %Qfv - yn))® 0/> y v - y n ) » 

8 
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wo®!, ...3p Potenzreihen von y, y n bezeichnen, die sämmtlich gleich 

Null werden, wenn diese Veränderlichen sämmtlich verschwinden, während 
®(y,y v .~y n ) eine Potenzreihe von y, y v -»y n ist, welche einen von Null 
verschiedenen Werth erhält, wenn y, y v ... y n sämmtlich gleich Null gesetzt 
werden. Die letztere Reihe kann nun in eine ebenso beschaffene Potenz- 
reihe von x, x v ... x n verwandelt werden, die mit ®(x,x v ...x n ) bezeichnet 
werden möge. Dann hat man 

F(x,x v ...x n )= (y 11 - y lx " l ® 1 (y v ...y u ) : •••-• %(y v ^y tl ))®(x.x r ...x tt ) 

Nun kann man 8 so klein annehmen , dass für jedes Werthsystem 
der Grössen x,x v ... x tn in welchem jede einzelne dem absoluten Betrage 
nach kleiner als 8 ist, erstens ®(x.x v ...x n ) einen von Null verschie- 
denen Werth erhält und zweitens das entsprechende Werthsystem der 
Grössen y v -y n dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirke der Reihen 
©i d/v • • • y tl ) j • • • ®ji (y r • • • !/ n ) angehört. Hieraus ergiebt sich Folgendes : 

Wenn man zu jedem dem gemeinschaftlichen Convergenz- 
bezirke der Reihen ©, . ... ®^ angehörigen Werthsysteme y v y n 

die (i der Gleichung 

i/+i/~ X ® 1 (JJv — 9 Jh) " %b/v~!/>,) -° 

genügenden Werthe von y bestimmt , und dann aus den so sich er- 
gebenden Wert hsy stemen y, //,,... y n die entsprechenden Werth- 
systeme XjX v ...x tl berechnet, so finden sich unter den letzteren 
alle diejenigen, welche die Gleichung F(x.x v ...x n ) = befriedigen 
und die Bedingung erfüllen, dass jede einzelne Grösse dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als die angegebene Grösse 8 ist. 



Eine Potenzreihe ^(a;,,.../,,) ist durch eine andere $ o 0r, x n ) 

theilbar, wenn sich eine dritte Reihe < ^. 2 (x l x n ) so bestimmen lässt, 

dass 

ist. 

Hat s }? an der 8t eile (^ = 0, ...^=0) einen von Null verschie- 
denen Werth, so existirt stets eine die vorstehende Gleichung befriedigende 
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Reihe $ 2 ; dagegen ist dies nicht der Fall, wenn ^? (0, ... 0) = ist, 
während ^(0, ... 0) einen von Null verschiedenen Werth hat. Es bleibt 
daher nur zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ^ durch $JJ theil- 
bar ist in dem Falle, wo 

$ (0,...(>), %\ ((),... 0) 

beide gleich Null sind. 

Man führe (wie in Art. 1) an Stelle von x v ...x n n andere Ver- 
änderliche t v ...t n ein, indem man 

x \ ~ ff\\ *\ ~^~ ' ' ' ~ r ff in *n 



,7 'm JmV"" ' "^ ffnn*n 



setzt und die Constanten g u , g V2 , . . . g nn so wählt, dass erstens x v ... r n 
von einander unabhängige Functionen der Grössen t v ...t n sind, und 
zweitens weder ^ Q (g n t v ...g m t^ noch ^idhi^v-ffm^ ^üc jeden 
Werth von t x verschwindet. Wenn dann die höchsten Potenzen von t v 
durch welche diese beiden Functionen von t A theilbar sind, beziehlich die 
Exponenten |i, v haben, so kann man, wie in Art. 1 gezeigt worden, 

%(x v ...jr n ) auf die Form G (t v t,, ... t n )%(t v ...t n ) 

bringen, wo 

G (t v t, 2 , -. t n ) = ^+ %\(t.,, ... t„) t*~\ f ^(L ... t n ) 

Gi(* v t* - Q = *i V "• iiCs» - '«) C+ • • • + \( f » - '») 

Ol 1 

ist. Dabei verschwinden S JS„ . . . SP^, Sß,, ...^ v sämmtlich an der Stelle 
(t,--0, .../ n --0), während <J* (0, ...0), ^(0, ...0) beide einen von Null 
verschiedenen Werth haben. 

Man nehme nun eine positive Grösse 5 so an, dass für jedes den 
Bedingungen 



fj<8, ... \t n 



8* 
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genügende Werthsy stein (t v ...t H ) die angegebenen Umformungen von 
?ß (x v . . . x n ) , ^ (x v . . . x n ) gelten. Dann kann man ferner eine positive 
Grösse 8 p die kleiner als 5 ist, so annehmen, dass für jedes den Be- 
dingungen 

t 2 \<o l , . .. \t n \^ 1 

genügende Werthsystem (t 2 ,...t H ) jede der beiden Gleichungen 

G (t v t, r ... t„) = , 

nur durch solche Werthe von t x , die dem absoluten Betrage nach kleiner 
als 5 sind , befriedigt wird. Sind für irgend ein System bestimmter Werthe 
von t 2 , ... t n 

t it (m) 

t t t 

die von einander verschiedenen Werthe von t AJ welche der einen oder der 
anderen dieser Gleichungen, oder auch beiden genügen, so hat man 



G (t t M *i 



(W<> 



X 



in 



""ovi'T •"' n) 



Ci - «i) -(W, ) , 



wo X p ...X m ganze Zahlen bezeichnen, deren Summe gleich v — |a ist. 
Hat eine dieser Zahlen einen negativen Werth, so kann man der Grösse t l 
einen solchen Werth geben, dass 






</ 



ist , wo # eine beliebig angenommene positive Grösse bedeutet , ohne dass 
^o(^i>*2> ••• O ^ ö * st - Infolge der Gleichung 

3*i(gi>" • x n ) _ G \ ( f v *& • • • *n) $i ( f v • • • '") 
Voten — **) "~ ö o( f i'^--Ü '$,,(*,, ...*„) 

existiren also in jeder noch so kleinen Umgebung der Stelle (0,0.... 0) 
Werthsysteme (x v ...x n ), für die der Quotient 

+•1 v* p ••• K'n) 
j5 yX^ ... X n ) 
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dem absoluten Betrage nach jede beliebig angenommene Grösse tibertrifft. 
Daraus folgt sofort, dass, wenn ^> l (x v ...x n ) durch ty Q (x v ...# n ) theil- 
bar sein soll, jede der Zahlen X 1? ...^ positiv oder gleich Null, und 
somit (zunächst unter der Voraussetzung, dass t 2 , ,..t n bestimmte, den 
Bedingungen 

genügende Werthe haben, und der absolute Betrag der Veränderlichen t l 
nicht grösser als 5 sei) O x (t v t 2 j ...£ n ) durch O (t v t 2 , ...t n ) theilbar sein 
muss. Dazu ist zuerst erforderlich, dass v> ji sei. 

Nun kann man aber, wenn diese Bedingung erfüllt ist, und 

A t*+ A x t* h 1- A^ , B t"+ B x t[~\ b i? v 

zwei ganze Functionen von t x mit unbestimmten Coefficienten sind, zwei 
andere Functionen 

V— U LI— l 

Ct h \- C Dt -j D 

dergestalt bestimmen, dass die Gleichung 

V— 11+1 v 

* 

besteht; und es sind dann 

C C DD 

ganze Functionen von A , ...A^, 7? 0? ... j? v . Die notwendigen und hin- 
reichenden Bedindungen dafür, dass bei bestimmten Werthen von A Q , ... A^, 
B , ...7? v und unter der "Voraussetzung, dass A nicht den Werth Null 
habe, 

v H 

B Q t x H h 7? v durch ^4 ^ H h ^4^. theilbar sei, 

werden dann durch die |i Gleichungen 



7), = . ... 7)^—0 



ausgedrückt. 
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Setzt man nun 



•• 



j 



.,- i . j,- tv,. ... >„. i - * r/_„ ... t n t 



i 



I 



so werden C' Q-^- ^ Dp Potenzreihen von f., t n . die sämmt- 

lich an der Stelle (/,— f w = Oj verschwinden nnd mit 

? ** 4 4 

bezeichnet werden mögen. Damit Vi^i x n ) durch ¥ Cr r •••■***) theil- 

bar sei, müssen nun 

4 4 

U/A, — '„). ... V^^i — '«^ 
sämmtlich verschwinden, wenn 

/ - ' r l ' f 

l 'l * ••• ' w " 'l • 

Dies ist al>er nur möglich, wenn in jeder Reihe sammtliche Coefficienten 
gleich Null sind. 

Angenommen nun. diese Bedingung sei erffdlt. so hat man 

O x (t v t r ... t H ) - OJf v t r ... t n ) . Q] *-.... >J v _ fl (^ ... o) 

— OJty t r ... /„) . (r :i (t v t. 2 t n ) 

und daher 

1V*v ... .rj - ujt r t r ... /j . %i n (t t . t r ... /„) 

Vv ... x N ) - r;jf v t r ... /„) . o.jt r t r ... t n ) . ^(^ ... t H ) 

— % (j- r r > 6' (/ / M ^i(*r •"*>■ ) 

ro'-T •*" #1* 
«Po 1* 2* *•*??/ " ^2*1? 2* *** M' * 

Verwandelt man nunmehr s jJ 3 (7 I? ... f„) in eine Potenzreihe von x v ... rr n , so 
ergiebt sich 
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Wir haben also folgenden Satz: 

Es seien ty (x v ...# M ), ^i( x v" x n) zwe * Potenzreihen von 
x v . . . x n , welche beide an der Stelle (x A = 0, . . . a? n = 0) verschwinden. 
Man bilde auf die angegebene Weise die beiden Ausdrücke 

\l |i— l 

l ' riv'2' *•• n) 1 -!"•"•"•• 4^|iv2> ••• *W 

v 1 v— 1 1 

1 ] *Pi V^2' •" n) 1 " * * * ' 4>vV.*2> *•* n) > 

001 1 

und setze aus $ßo>**-^ß|i> ^i?--- s #v ^ e Potenzreihen 

4 4 

4>j (/ 2 ? • • ' tfi) 1 • • • -Pp. V2> * * ' *n) 

zusammen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung 

dafür, dass ^(a^. ... sr n ) durch ty (or v ...sc n ) theilbar sei, be- 

4 4 

steht dann darin, dass in jeder der Reihen ty v ...^ sämmt- 

liche Coefficienten gleich Null sein müssen. 

Es geht aber auch aus dem Vorstehenden hervor, dass nur in dem 

Falle, wo eine der mit \, ...^ w bezeichneten Zahlen negativ ist, < $ l 

nicht durch $ theilbar ist. Daraus lässt sich schliessen: 

Kann man zeigen, dass der absolute Betrag des Quotienten 

wenn (x v ... x n ) in einer gewissen Umgebung der Stelle (0, ... 0) 
und so, dass ty (x v ...x n ) nicht gleich Null ist, angenommen wird, 
stets kleiner als eine angebbare Grösse ist, so reicht dies aus, um 
festzustellen, dass 5p,(a? lf ...# n ) durch ty (x v ...x n ) theilbar ist. 
Denn wäre das Letztere nicht der Fall, so müsste wenigstens eine der 
Zahlen X v ... X m negativ sein, und es existirte, wie gezeigt worden, inner- 
halb jeder Umgebung der Stelle (0, . . . 0) ein Werthsystem (x v . . . x n ) , für 
welches der absolute Betrag des in Rede stehenden Quotienten jede an- 
gebbare Grösse überträfe, ohne dass ^ (x v ...# w ) gleich Null wäre; 
was der Voraussetzung widerspricht. 

*i 
In jedem Falle, wo entschieden werden kann, ob der Quotient ~r- 

4*o 
die angegebene Beschaffenheit hat oder nicht, ist man demnach der Bil- 

4 4 

düng der Reihen ^5 r . . . ^ überhoben. 
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Es soll nun ferner untersucht werden , unter welchen Be- 
dingungen zwei Reihen ty (x v ... x w ), ty x (x v ...£„), die 
beide an der Stelle (0, ...0) verschwinden, einen gemein- 
schaftlichen Theiler von derselben Form, der ebenfalls an der 
Stelle (0, ...0) verschwindet, besitzen. 
Angenommen, man habe 

4*1 v^i? ••• 3' n ) ~ 4'2v*'p ••• ***n/ • r^^'i' ••• **n/ » 

und es sei ^ß 2 (0, ... 0) -= 0. Man verwandle wieder *ß , ^ auf die an- 
gegebene Weise in Functionen von t v ...t n . Zufolge der in Betreff der 

Functionen ty (g n t 1 ##u*i)> ^liffn^v •••tfw/i) gemachten Voraussetzung 

kann auch ty 2 (y u t v ...ff ni t 1 ) nicht für jeden Werth von t x verschwinden; 
die höchste Potenz von t x , durch welche diese Function theilbar ist , habe 
den Exponenten X p so kann man 

%(x r ... or„) auf die Form G 2 (t v t„ ... t n ) % 2 (t v ... t n ) 
bringen, wo 

und ^ 2 (0, ...0) nicht gleich Null ist. 
Dann hat man 

jjjy'ij ... ''»1/ 

Cr (fp £„ ... r t4 ) -= 0\>\^i> ^2> •" w' S ^T~ f. 7 \ 4*3 v^j? ••• x n) ~ "2vp^2' "" *t?/ 4*5 \rp ••• 'n) 

rol*r ••• *n) 

1 V P ^2' •" M' ~ ^2vl' 2' •" H' s « /, , \ 4*4 v*P ••* * T W/ " "2vi> ^2> "" *M/ *Pö'/p "* 'n/ 

Es sind also 

0^ 1? 2' *** W'' 1^ 1' 2' *** W' 

beide durch G 2 (t v t 2 , ...t n ) theilbar. 
Nun kann man bekanntlich, wenn 
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unbestimmte Grössen bedeuten, aus denselben eine Reihe von ganzen 
Functionen 

k> Cj, G 2 , ... 

zusammensetzen , vermittelst welcher sich die noth wendigen und hinreichen- 
den Bedingungen dafür, dass bei bestimmten Werthen von A Q , ... A^, 
2? , . . . JB V und unter der Voraussetzung . dass weder A noch B gleich 
Null sei, die Functionen 

AX+'-' + Ap, B t*+ •••+5 V 

einen grössten gemeinschaftlichen Theiler Xten Grades besitzen, sich fol- 
gendermassen ausdrücken lassen: Es muss C x in der Reihe der Grössen 
C, C v C 2 , ... die erste sein, welche nicht gleich Null ist. 

Diese Bedingung als erfüllt vorausgesetzt, stellt sich dann der grösste 
gemeinschaftliche Theiler der beiden Functionen in der Form 

dar, wo C , ...C^ ebenfalls ganze Functionen von A , ...A^, B ,...By 
sind. Nimmt man 

o 

1 1 

so werden C, C v C 2 , ... ; C', C x \ ... Potenzreihen von t 2 , ... t n , die mit 

4>(/ 2 , ... * w ), 4$ (r 2? ...r tt ), 4$ (*2> ••* *n) ••• » *P \*2»""'^n/* 4* v* 1? •••* w ;> 

bezeichnet werden mögen. Dann muss , damit für ein bestimmtes Werth- 
System (t 2 , . . . t n ) 

als Functionen von t x betrachtet, einen gemeinschaftlichen Theiler haben, 

^ 2 ,...g = o 
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sein. Diese Gleichung bestellt also bei der in Betreff der Functionen 
ty (x v ...a? M ), ^ x (x v ...x n ) gemachten Annahme, wenn man den Grössen 
t 2 ,...t n solche Werthe giebt, für welche die angegebenen Umformungen 
von $ , Sßj gelten; woraus folgt, dass die Coefficienten der Reihe $(£ 2 , ... t n ) 
sämmtlich gleich Null sein müssen. 

Damit ist die nothwendige Bedingung dafür, dass ^ (x v ...x n ) 9 
^ß 1 (x v ..-x n ) einen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, festgestellt. 

Angenommen nun, es seien für zwei gegebene Potenzreihen $ (x 1 , . . . x n ), 
^ß 1 (x v ...x n ) die im Vorstehenden definirten Functionen 

™o\*v 2> •" *'n) » "1 \Pv^2i '" *n) 
4* \£>> * ' ' n) ? 4* V2> * ' ' n) > 4* V2> • • • *n) > • • • 

gebildet, und es ergebe sich, dass die Coefficienten der Reihe 5ß (t 2 , ... t w ) 
sämmtlich gleich Null sind, so wie ferner, dass 5ß (X) in der Reihe der 
Functionen *ß , 5ß (1) , . . . die erste sei , die nicht identisch gleich Null ist. 
Nimmt man dann im Innern des gemeinschaftlichen Convergenzbezirkes 
der Reihen 

O Ol 1 

4S\ 2> """ W'' ' ' * t$ji\£>> ••• *n) J 4*1 \*2> '"• w/» • ' " 4*v\r2» "•" n) 

irgend ein bestimmtes Werthsystem (t 2 , . . . t n ) der Grössen t 2 , . . . t n an 
und unterwirft diese der Bedingung, dass 



r2i = ^21 ' " " ' n 



< 



\i\ 



,(X) 



und $ fe-'«) nicht gleich Null sein soll, so haben 

O v 1 » 2' " ' * n) » " 1 vi > ^2» " • • »/ » 

als Functionen von t x betrachtet , einen grössten gemeinschaftlichen Theiler 
vom Grade X, der zunächst in der Form 

1 (1) 1 r * • • i q, 

erhalten wird. Die Werthe von t x , für welche diese Function verschwindet, 
sind sämmtlich unter denen, für die 0^(1 v t# ... t n ) -^ wird, enthalten. 
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Jeder der letzteren aber hat, wie man auch t 27 ...t n den angegebenen 
Bedingungen entsprechend annehmen möge, einen endlichen Werth , dessen 
absoluter Betrag unterhalb einer angebbaren, von t 2 ,...t n unabhängigen 
Grenze liegt. Dasselbe gilt also auch von dem Bruch 

(^) > (A. = 1, ... /.) 

4$ (t 2 J ••• * n ) 

woraus sich nach dem Obigen ergiebt , dass der Zähler durch den Nenner 
theilbar ist. Damit ist bewiesen, dass der vorstehende gemeinschaftliche 
Theiler von G (t v t 2 , ...£ w ) und Q l {t v t v ...t^ in der Form 

x 2 x— 1 2 

"2V1? 2> •" n = n ' *Hi V2> """ n) 1 "»"'•"• 4^\^2? *•• *n) 

dargestellt werden kann. 

Betrachtet man nun wieder Q (t v t 2 , ... t n ), G x (t v t 2 , ... t n ), G 2 (t v t 2 , ... t n ) 
als Functionen von t x und dividirt die beiden ersten durch die dritte, so 
ergiebt sich: 

""ovp 2' ""• n) = ^2\ V 2' ••" n) "avir^j •"" ^ti) 

^vfv*'±i •*" *n) ~ "2VI' 2' "• M/ ^*4VM>*2» "•" n) » 

wo (? 3 , <7 4 ganze Functionen von t x , deren Coefficienten Potenzreihen 
von t 2 ,...t n sind, bezeichnen. 

Multiplicirt man sodann die erste dieser Gleichungen mit ty (t v ... t n ), 
die zweite mit ^ l (t v ... t n ) und drückt darauf t v ... f w durch x v ...x n aus, 
so ergiebt sich: 

4*0 V^l» '•• **W = 4^2V*^1' '•• **W 4*3 V*V ••• **W 

4^1 v •*' 1 ? • • • *^/i / -== 4^2 vi» * • • w/ 4^4 V^ 1 ) • • • *^<n ) ? 

wo 

4*2 v^i» •"* **"n/ ~ "2vi»T "•" n) 

ist. 

Es lässt sich nun ferner beweisen, dass ^(x v ...# n ), ^(rrj, ... # w ) 
nicht beide durch eine an der Stelle (x x =0, ...# n =0) verschwindende 
Potenzreihe von x v ...x n theilbar sind. 
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Es ist: 

4*3 \X\i ••• X n ) ™ "3v]^2' "• n) Vfy\?V ^2» •"" *n) 
4^4 v^i» ••• **W ~ ^4\^i>^2» ""* n) 4^iVi»*2' ""• n) ' 

Wären nun ty s (x v ...x n ), ty 4 (x v ...x n ) beide durch eine an der Stelle 
(#!=(), ... x n -=0) verschwindende Potenzreihe von x v ...x n theilbar, 
so müssten sich, wie oben gezeigt worden ist, zwei Grössen 8, 8 2 so 
annehmen lassen, dass für jedes den Bedingungen 

genügende Werthsystem (t r ...t n ) die Gleichungen 

G 4 (t v t r ...t n ) ^(tp.-.g-O 

durch einen und denselben Werth von t x , dessen absoluter Betrag kleiner 
als 8 wäre, befriedigt würden. Bei hinlänglich kleinen Werthen von 8, 8 2 
müsste dieser Werth von t x also den beiden Gleichungen 

o 4 (t v t 2 ,...t n ) = o 

genügen, und es hätten somit für jedes den angegebenen Bedingungen 
entsprechende Werthsystem (t 2 , . . . t n ) 

G. s (t v t 2 ,...t n ) und G 4 (t v t 2 ,...t n ) 

als Functionen von t x betrachtet einen gemeinschaftlichen Theiler, und 
daher 

einen gemeinschaftlichen Theiler von höherem als dem Xten Grade. Dies 
ist aber nicht der Fall, wenn man t 2 , ... t n so annimmt, dass % (t 2 , ... t n ) 
nicht verschwindet; und es ist somit die Annahme, dass % i (x v ...x n ) und 
Sß 4 (x v ...x n ) beide durch eine an der Stelle (^ = 0, ...a , n = 0) verschwin- 
dende Potenzreihe von x v ...x n theilbar seien, unstatthaft. 
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Wir haben also den Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
zwei gegebene, an der Stelle (x^O, . . . x n =0) verschwindende 
Potenzreihen ?ß (x v ... x n ), ?ß 1 (a? 1 , ... a? w ) beide durch eine dritte 
Reihe von derselben Beschaffenheit theilbar seien, besteht darin, 
dass die Coefficienten einer bestimmten, nach der gegebenen Vor- 
schrift zu bildenden Potenzreihe von n — 1 Veränderlichen t 2 , . . . t n 
sämmtlich gleich Null sein müssen. Ferner ist es, wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, stets möglich, y$ (xj, ... x n ), ^ß 1 (x v ... x n ) 
in der Fonn 

4*o v' i? • • • x n ) = 4*o v*V • • • Xft) 4*4 v^*p • • • x n ) 

so ausdrücken, dass s # 4 (x v ... x n ), ty b (x v ...x n ) keinen an der 
Stelle (^ = 0, . . . x n =0) verschwindenden gemeinschaftlichen 

Theiler haben.*) 
Hieran knüpfen sich nun noch einige andere Sätze. 

Ich nehme jetzt an, es seien %X x v ••• x n)> ty\( x v~ x n) nicht 
beide durch eine an der Stelle (0, . . . 0) verschwindende Potenzreihe von 
x v ...x n theilbar, aber 5ß (0, ...0) und ^(0, ...0) gleich Null. Dann 
giebt es in jeder Umgebung der Stelle (0, ...0) unendlich viele Werth- 
systeme (x v ...x n ), für die sowohl ?ß (x v ...x n ) als ^ 1 (x 1J >.-x n ) ver- 
schwindet. Denn man drücke wieder ^ (x v ...x n ), ^> l (x v ...x n ) auf 
die angegebene Weise durch die Veränderlichen t v t 2 , ... t n aus, be- 
stimme die Function s Jß(t 2 , ...t n ) und nehme auch die Grössen 5, 5 X 
so an, wie oben festgesetzt worden ist. Dann giebt es unendlich viele, 
den Bedingungen 

entsprechende Werthsysteme (t„ ... t tl ), für die 

ist , und zu jedem dieser Werthsysteme giebt es wenigstens einen Werth 



*) Es lässt sich aus dem Vorhergehenden noch leicht ableiten, dass jede Potenz- 
reihe von x v ...x n , durch welche die gegebenen Reihen beide theilbar sind, noth wendig 
ein Theiler von %(x„ ...x n ) ist. 
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von f 1? dessen absoluter Betrag kleiner als 8 ist, und der die beiden 
Gleichungen 

G (t v t 2 ,...t n ) --= 0, 
O x {t v t^ ...t n ) = 

befriedigt; woraus das zu Beweisende unmittelbar folgt. 

Man nehme jetzt im Gebiete der Grössen x v ...x n irgend einen 
die Stelle (0, ...0) umgebenden Bezirk so an, dass für jedes demselben 
angehörige Werthsystem (x v ...x n ) nicht nur die Gleichungen 

gelten, sondern auch ty Q (t v ...t n ), ^ß l (t v ^t tl ) beide einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben; und setze, unter (c v ... c n ) irgend ein bestimmtes 
Werthsystem der Grössen x v ...x n in dem genannten Bezirke und unter 
(fi 1? ... b n ) das entsprechende Werthsystem der Grössen t v ... t n verstehend, 

X x ~ L\ -f M-j , . . . X n -- C n -r U> n 

so dass man 

^(c-j-t-Hj, ... c n -l- n- M ) = G^&j-rtfj, ä 2 h -*„ ... A w -l * w ) ^^Af 5 *V ••• V* ^ 

hat. 

Es können nun ^(^ -+■ ^ , . . . <•„ 4- u w ) , ty l (c { 4- u x c H -\ u n ) , als 

Potenzreihen von u v ...u n betrachtet, einen an der Stelle 0^= 0,...w w = 0) 
verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler nur in dem Falle besitzen, wo 
ty Q (c v ...c n ), ^(q, ...c w ) beide gleich Null sind. Dann ist auch 

(T (b v b.,,...h n ) --= 0, 
G l (b v k 2 ,...b n ) = 0; 
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es geht aber aus den Ausdrücken von O , G Y hervor , dass weder 
ö (6 1 -}-* 1 ,6 2 , ...6 W ) noch O l {b l ^s v b 2 , ... b n ) für jeden Werth von s x ver- 
schwindet; man kann also 

O (b l +s v b 2 + y 2 ,...ft // +^)aufdieForni(^J , V s ii(.%...^) ^ M_1 -f • • -+^(n 2 ,...* m ) ^IH^-«-^ 

G l (b 1 +s v b 2 +s 2 ,...b n +S n ) „ „ „ (^+^J(.v 2 ,.„ ÄM )^J 4 - 1 4- h4$(^» — *n> M )*^i» — *n\ 

in der Art bringen, dass 

i(0, ...0),, . . . $10,.. .(>)„, 

i(o,...o) lf . . . i(o,...o) H 

sämmtlich gleich Null sind, während *ß(0,...0) , ^J(0,...0) 1 beide einen 
von Null verschiedenen Werth haben. 

Angenommen nun, ^(t^H-w-j, ... c n +n n ), ^(q-H/j, ... c H -\ n n ) wären 
beide durch eine dritte an der Stelle (u l =0,...n n =Q) verschwindende 
Potenzreihe von u v ...u n theilbar, so würde sich nach dem Vorher- 
gehenden zu jedem System unendlich kleiner Werthe von s 2 , . . . s n ein 
ebenfalls unendlich kleiner Werth von s x finden lassen für den 

beide gleich Null wären. Dann aber müsste 

für jedes System unendlich kleiner Werthe von * 2 ,...* n sein, was nach 
einem bekannten Satze nur der Fall ist, wenn 

für jedes dem Convergenzbezirk der Reihe angehörige Werthsystem 
t 2 ,...t n verschwindet, also die Coefficienten der Reihe sämmtlich gleich 
Null sind. Bei der in Betreff der Reihen ty (x v ... x n ), ^ x (x v ... x n ) 
gemachten Annahme ist aber ty(t 2 ,...t n ) nicht identisch gleich Null; 
und es ist somit erwiesen: 
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Wenn die Reihen 

keinen an der Stelle (^ = 0, ... x n -=0) verschwindenden gemein- 
schaftlichen Theiler besitzen, so haben anch 

als Potenzreihen von u v ...u n betrachtet, keinen an der Stelle 
(u i= 0, ... n n =0) verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler, 
vorausgesetzt, dass die Stelle (a , 1 =c 1 , ... z n =c n ) innerhalb 
einer gewissen — oben definirten — Umgebung der Stelle 
(# i= =o, ... x n =0) angenommen werde. 



3. 

Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen 

beliebig vieler Veränderlichen. 

Ich sage von einer eindeutigen analytischen Function f{x v ... # M ), sie 
verhalte sich an einer bestimmten Stelle (a v ...o w ) regulär, wenn sie in 
einer gewissen Umgebung dieser Stelle durch eine Reihe von der Form 

2 ( \, ... \ ^ ~ a ^ 1 • • • (**- a ^ n I 

\y l > • • • V == Uj . . . ooy 

dargestellt werden kann, wo v p ...v M ganze Zahlen bezeichnen und 
unter den Coefficienten A w v von x v ...x n unabhängige Grössen zu 

verstehen sind. Diese Reihe nenne ich dann ein reguläres Element der 
Function. Dabei ist zu bemerken, dass die Grössen a v ...a n zum Theil 
oder auch alle den Werthoo haben können, wenn festgesetzt wird, dass 

das Zeichen x— oo gleichbedeutend mit — sein soll. 

Aus der vorstehenden Definition ergiebt sich nun sofort: 
Verhält sich eine eindeutige analytische Function f(x v ...x^) regulär 
an einer bestimmten Stelle (a v . . . a n ) , so gilt dasselbe auch von jeder 
Stelle (a v .,.a' n ), die in einer gewissen Umgebung der ersteren liegt. 
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Denn es sei $(#,— a v ...x n — a n ) die Reihe, welche die betrachtete 
Function in der Umgebung von (a v ... a n ) darstellt, so lässt sich aus der- 
selben, wenn man im Innern ihres Convergenzbezirkes eine Stelle (a' v ... a' n ) 
willkürlich annimmt, eine andere Reihe < $ 1 (x l —a' v ...x n —a' n ) dergestalt 
ableiten, dass für alle einer gewissen Umgebung der Stelle (aj, ... a' n ) an- 
gehangen Werthsysteme (x v ...x n ) die Gleichung 

besteht. Es ist also yß l (x 1 —a\,...x n —a' n ) ebenfalls ein Element der 
Function f(x v ...x n ), und es verhält sich diese demnach auch an der 
Stelle (a[, ...a' n ) regulär. 

Die Gesammtheit der Stellen, an denen die Function/"^, ...x n ) sich 
regulär verhält, bildet hiernach ein 2w-fach ausgedehntes Continuum im 
Gebiet der Grössen x v ...x n . 

Dieses Continuum ist nun nothwendig begrenzt. 

Angenommen nämlich, es sei ^(x { — a v . . . x n — a n ) irgend ein Element 
der Function f, wobei verausgesetzt werde, dass die Stelle (a v ...a n ) im 
Endlichen liege; so können zwei Fälle eintreten: 

1. Convergirt die Reihe ty(x 1 —a v ...x n —a^ für jedes System end- 
licher Werthe der Grössen x v ... x n , so besteht, wenn ^(tfj— aj, ... x n — a' n ) 
irgend ein reguläres Element der Function /"ist, für jedes dem Convergenz- 
bezirk der Reihe Sßj angehörige System endlicher Werthe von x v ...x n 
die Gleichung 

4*1 v^i ~~ a v • " • x n a n) "T v \ x i a v ' * * x n a n) • 

Dies ist aber unmöglich , wenn die Grössen a[,...a' n nicht sämmtlich 
endliche Werthe haben, woraus folgt, dass in dem angenommenen Falle 
eine Stelle (x v ... x n ) im Innern oder an der Grenze des in Rede stehenden 
Continuums liegt, je nachdem die Grössen x v ...x n sämmtlich endliche 
Werthe haben oder nicht. 

2. Liegen die den Convergenzbezirk der Reihe %{x l —a v ...x n —a 1 ^ 
begrenzenden Stellen alle oder zum Theil im Endlichen, so giebt es, wie 
in der Functionentheorie gezeigt wird , unter ihnen mindestens eine Stelle, 
an der sich f{x v ... x n ) nicht regulär verhält; eine solche Stelle liegt dann 
auch an der Grenze des in Rede stehenden Continuums. 

Dies festgestellt, nenne ich jede an der Grenze* dieses Continuums 

liegende Stelle eine singulare Stelle für die betrachtete Function. 

9 
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Ist (a' v ... a' n ) eine solche singulare Stelle, so kann es möglicherweise 
eine Potenzreihe 

y>o( x i- (l 'v' x n- a n) 

geben, die für z l *=a' v ...x n =al i verschwindet und so beschaffen ist, 
dass das Product 

für alle einer gewissen Umgebung der Stelle (aj, ... «,',) angehörigen Werth- 
systeme (x v . . . x n ) in der Form 

^ll^i ~~ rt p ••• ***n ^n) 

dargestellt werden kann. In diesem Falle nenne ich (a[,...a' n ) eine 
ausserwesentliche, in jedem andern Falle eine wesentliche singu- 
lare Stelle. 

Es giebt aber, wenn n > 1 ist, zwei wohl von einander zu unter- 
scheidende Arten von ausserwesentlichen singulären Stellen. 

Ist (a v ...a n ) irgend eine solche Stelle, so lässt sich die Function 
f(x v ... ff„) für hinlänglich kleine Werthe der Differenzen x x —a v ...x n —a n 
stets dergestalt in der Form 

4*i v^i~ ttj« ••• x n (i n ) 



darstellen, dass ^(tfj— a x x n — a w ), fy l (x l —a v ...x n —a n ) nicht beide 

durch eine dritte, an der Stelle (a v ...a n ) verschwindende Reihe 

ty(x 1 —a v ...x n —a n ) theilbar sind. 

# 

Wenn dann ^ß l (x 1 — a v ... x n — a n ) an der Stelle (a v ... a n ) einen von 
Null verschiedenen Werth hat, so ist für alle einer unendlich kleinen 
Umgebung der Stelle (a v ... a n ) angehörigen Werthsysteme (x v ... x n ) der 
Werth von f(x v ...x n ) unendlich gross, und daher 

f(x x , . . . x n ) = oo für (#,= a v . . . x H = a n ) . 

Verschwinden dagegen ?$ (x l — a v ...x n — a n ) 9 ^ i (x l — a v ...x n —a n ) 
beide an der Stelle (a v ...a n ), so kann man (nach Art. 1), indem man 
homogene lineare Functionen t l ,t 2 ,...t n von x l —a^ . . . x n — a n ein- 
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führt, in mannigfaltiger Weise 
^(^-^...^-aj auf die Form ^ 

bringen, dergestalt dass 



» 



o 01 1 

für £ 2 =0, ...£ w =0 verschwinden, $ (0, ...0), ^(0, ...0) beide von Null 
verschieden sind und die Functionen 

*r+ *i <*» • . • g ^r 1 ^ • • • + inft. • • • g , 

*"+ i(^, ... g C 1 -*- • • • + ivfe - g 

keinen an der Stelle (^=0, ... * n =0) verschwindenden gemeinschaft- 
lichen Theiler besitzen. Dann existiren unzählige Systeme unendlich 
kleiner Werthe t v t 2 , ... t fV für welche die erste der vorstehenden Functionen, 
nicht aber zugleich die zweite verschwindet; woraus folgt, dass es in jeder 
noch so kleinen Umgebung von (a v ... a n ) andere Stellen (x v ... x n ) giebt, 
an denen ?ß (x 1 —a v ...x n —a n ) verschwindet, ^(tfj— a lf ... x n — a n ) aber 
nicht, so dass an jeder solchen Stelle f(x v ...# w ) = oo ist. Es hat aber, 
wenn b eine beliebig angenommene endliche Grösse ist, die Function 



f(x v ,..x n ) 



in der Umgebung der Stelle (a v ... a n ) dieselbe Form wie f(x v ... x M ); es 
existiren also in jeder Umgebung von (a v ...a n ) auch Stellen, an denen 



= oo 



J\x v ... x n \ b 

d.h. 

t(x v ... x n ) = b 

ist. Es kann also f(x v ...x n ) in dem jetzt betrachteten Falle in einer 

unendlich kleinen Umgebung der singulären Stelle (a v ... a n ) jeden 

beliebigen Werth annehmen und besitzt deshalb an dieser Stelle selbst 

keinen bestimmten Werth. 

9* 
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Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken: 

Die Gesammtheit der Stellen, an denen sich f(x x x m ) wie eine 

rationale Function verhält — d. 1l die Gesammtheit der nicht singulären 
und der ausserwesentlichen singulären Stellen — ist ein 2 n- fach aus- 
gedehntes Continuum, dessen Begrenzung die wesentlichen singulären 
Stellen bilden. 

Ist (a v ...a n ) irgend eine bestimmte Stelle im Innern dieses Con- 
tinuums, und hat fia v ...a n ) einen bestimmten endlichen Werth, so ver- 
hält sich, wie schon oben angegeben worden ist, f(x v ...xj in einer be- 
stimmten Umgebung der Stelle (a,, ...a M ) überall regulär. 

Ist /*(«,,... a n ) = oc, so giebt es in jeder Umgebung der Stelle (a r ...a n ) f 
die keine singulare Stelle der Function 

1 



fyx v ... x n ) 

enthält, unendlich viele, eine (2n — 2)- fache Mannigfaltigkeit bildende 
Stellen, an denen die Function f{x v ...x n ) den Werth oo hat, während 
sie sich an allen übrigen Stellen des genannten Bereiches regulär verhält 

Hat endlich f(x v ...x n ) an der Stelle (a,, ...a fl ) keinen bestimmten 
Werth, so giebt es in jeder Umgebung dieser Stelle nicht nur unendlich 
viele andere singulare Stellen, an denen f(x v ...x n ) den Werth oo hat 
— was schon vorhin nachgewiesen ist — sondern auch, wenn n> 2 ist, 
unendlich viele Stellen, an denen f(x v ...x n ) keinen bestimmten Werth 
hat. Das Letztere lässt sich folgendermassen zeigen: 

Es gelte für alle Werthsysteme (x v ...x n ) in der Umgebung von 
(a v ...a n ) die Gleichung 

unter der gestatteten Annahme, dass die Potenzreihen ^ß , ty { keinen an 

der Stelle (a l a n ) verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der beiden Reihen 
nehme man eine Stelle (a' v ...a H ) zunächst beliebig an, und setze 

X,— f'i""5 1? • • • x n~~ a n = *n 
;/ Y "i ?r • • • x n a n~~*tf 
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Ferner sei c x der Werth von € x für x % — a x , und tj x = £ x — v % , so sind 
? x , 7j x lineare Functionen von a x , die beide für a x =tt x verschwinden; 
man hat daher 

wo // x , 7 X Constanten bezeichnen. (Wenn a % nicht = c>o ist, so ist ä x =1, 
Z x =0.) Entwickelt man nun 

nach Potenzen von r^, ... tj w und verwandelt die so sich ergebenden Reihen 
in Potenzreihen von % v •••5 n? die mit 

bezeichnet werden mögen, so gelten für alle einer bestimmten Umgebung 
der Stelle (a\ , . . . a! ) angehörigen Werthsysteme (a:, , . . . x n ) die Gleichungen 

4*o v^i" - a P " ' ' x n ~ a nJ = 4*2 \ x i~~ a v * * • x n ~ a n' » 
'Piv^i ^i* **• *^n ^n/ = 4*3 v^i - ^v ••" *^w **n/ ' 

4*2 \^i ^l» * '• x n a n) t\ x v "•" **W " 4*3 \^i ^i? ••• -^n - ^n) • 

Nun nehme man — was dem am Schlüsse von Art. 2 Bewiesenen zufolge 
stets angeht — n positive Grössen C v ...C n so an, dass erstens die 
Stelle (£, = Cj , . . . 5n = C n ) im gemeinschaftlichen Con vergenzbezirk der 
Reihen ?ß (Z v •••£ n )> $i(5 r ---^n) liegt, und dass zweitens, wenn man 
Cj, ... c n den Bedingungen 



K 



< C p ... \c n ^ C, 



unterwirft, $0(^+19,, ...c n -f?) w ), ? 1 (v M lp--''Vi~ i ~ 1 U> als Potenzreihen 
von ij lf ...Jj n betrachtet, keinen an der Stelle (*], = (), ... 7j n =0) ver- 
schwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. Dann besitzen auch die 
Reihen ^ 2 ( x i~ a v *~ x n — a ' n ) un ^ $ 3 (#i — a v ...x n — a^), wie sofort er- 
hellt, keinen an der Stelle (x l =a v ...x n ^=a' n ) verschwindenden gemein- 
schaftlichen Theilern, und es hat daher nach dem vorhin Bewiesenen 
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f(x v ...x n ) an der Stelle (a' v ...a n ) keinen bestimmten Werth, wenn 
$ß 2 (0, ...0), $ 3 (0, ...0) beide gleich Null sind. Es giebt aber, wenn 
n> 2 ist, wie am Schlüsse von No. 2 gezeigt worden ist, unendlich viele, 
den vorstehenden Bedingungen genügende Werthsysteme (c v . . . c n ) , für 
welche die beiden Gleichungen 

%)( c v '•• ( 'n) = ° > Wi(<'v -• ( 'n) -= ° 

bestehen ; jedem dieser Werthsysteme, deren Gesammtheit eine (2w — 4)-fache 
Mannigfaltigkeit bildet, entspricht also im Gebiete der Grössen x l ,...x n 
innerhalb des durch die Bedingungen 

definirten Bezirkes eine Stelle (a' v ... a^), an der f{x v ...x^ keinen be- 
stimmten Werth hat. 

Hieran knüpft sich noch eine wichtige Bemerkung. 

Es seien zwei beliebige Potenzreihen 

gegeben , so lässt sich für die dem Innern des gemeinschaftlichen Conver- 
genzbezirks der beiden Reihen angehörigen Stellen (x v ...x n ), deren 
Gesammtheit mit © bezeichnet werde, eine eindeutige Function f(x v ...x n ) 
in folgender Weise definiren: 

Ist x' v ...x' n eine Stelle von ©, an der 5ß , ^ß l nicht beide ver- 
schwinden, so soll 

f( ' '\ — _* ^ ~~ a ' v ' ' ' x ' n ~~ ün ' 

sein. 

Hat aber an einer Stelle (x' v ...a^) sowohl ^S 2 als 5ß den Werth 
Null , so bringe man auf die im Vorgehenden angegebene Weise 

^0(^1" a v • " x n~ «n) au f die Form SßgOzj— x[, . . ,x n - x' n ) ^(ay- #{, . . .x n — x„) 

4*1 \Pi &i ? • • • %n~~ (l n) » n 11 4*3 V*- 1 0C V ... X yl — X n ) 4$ 4 (X^ — X l , . . . X n X n ) , 

in der Art, dass die Reihen ^ 2 , *P 3 keinen an der Stelle (x l =x[, . . . x n =x 9 n ) 
verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. Wenn dann 

¥ 2 (°>-o), * 3 (o,...o) 
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nicht beide gleich Null sind, so soll 

T\ x v~ x n> <ß 2 (0,~...0) 

sein. Dagegen soll, wenn sowohl 

sß 3 (0, ... o) = als $ 2 (0, ... 0) = 

ist, f(x v ...# w ) an der Stelle (x*' v ...aQ keinen bestimmten Werth haben. 
Dies lässt sich auch so ausdrücken. Ist (x' v . . . x^) irgend eine 
bestimmte Stelle von ©, so kann man stets zwei Potenzreihen 

ohne einen an der Stelle (x l = x[, ... ar n =x^) verschwindenden gemein- 
schaftlichen Theiler so bestimmen, dass an allen einer bestimmten Um- 
gebung der Stelle (x' v . . . x' n ) angehörigen Stellen die Gleichung 

besteht. Dann ist 

ff ,, W •••<>) 

ri*i> — «W $ 2 (o,...o) 

zu setzen, mit der Massgabe, dass, wenn so dargestellt f(x' v ...z' n ) in 

der Form - erscheint, der Function f an der Stelle (x v *..x' n ) kein 

bestimmter Werth beizulegen ist. 

Es ist nun zu zeigen, dass die so definirte Function f(x v ...x n ) inner- 
halb des Bereiches © eine eindeutige analytische Function ist, für welche 
diejenigen Stellen, an denen sie der gegebenen Definition gemäss den Werth 00 
hat oder unbestimmt ist, ausserwesentliche singulare Stellen in dem oben 
festgestellten Sinne sind , während sie an allen übrigen Stellen sich regulär 
verhält. 

Es sei (x J , . . . aQ irgend eine bestimmte Stelle von © , und 

4$o v^i ^1' " ' * *^w "" Q'n) == ^2 v^i x v '" x n ^n) * 4*4 v^i &v ' ' ' x n **W 
4$i v^i ^1? • • • %n üfi) == 4*3 v*'! &V ' ' ' x n *^/// • 4*4 v^i *^i> • • • *^n ^n) * 
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wo ^,^3,^4 dieselbe Bedeutung wie im Vorstehenden haben, und Sß 4 
sich auf eine Constante reduciren kann. Nach dem oben Bewiesenen 
kann man nun eine Umgebung der Stelle (x[ 9 ...x£ so bestimmen, dass, 
wenn (x[\ ...a£) eine bestimmte Stelle dieser Umgebung ist, und man 
aus 5ß 2 ,5ß 3 ,^ 4 die drei Potenzreihen s # 2 ,^ 3 , s }$ 4 von x x -x", -*-x n — x„ 
ableitet, für welche bei hinlänglich kleinen Werthen dieser Differenzen, 
die Gleichungen 

4*2 v^i x v •"• x n~~ x n' * = ^r2\ x \~~ x \ i "•• x n x n) 
•Ps^i x v ••" x n~ x w = ^r , s\P c \'~ x \ » ••• x n X n' 
4^4 v^i x v '•" x n x w == 4*4 v^i x \ > ••• *^n *^n/ 

bestehen, die beiden Reihen ty 2 , $ 3 keinen an der Stelle (x^x"^... x n =x D 
verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler besitzen. Wenn dann f(x[\...x^) 
einen bestimmten endlichen Werth hat, so ist 

ti _ $ 3 (0,...0) 
/Vl "' *„(0,...0) 

Va\ x \ ~~ x v "* x n~~ x n\ 

4*2 \ x \ x v * • • x n~ x n) 

d. h. es gilt die Gleichung 

*, s V$\ x \~ ~ x v ••• x n~~ x n' 

/ \ 1? ••• n) cn 7 ' ' 

4*2 \ x i x v ' • • *^n~ x n) 

innerhalb einer gewissen Umgebung der Stelle (x' v ...a^) für alle Stellen 
(x v . . . x n ) , an denen /"(a^, . . . x n ) einen bestimmten endlichen Werth hat. 
Wenn daher $ 2 (0, ...0) nicht = ist, so verhält sich f(x v ...x^) an 
der Stelle (x' v . . . o:^) regulär. 

Ist $ 2 (0, ... 0) = 0, nicht aber *ß 3 (0, ... 0), so kann man die in 
Rede stehende Umgebung von (x' v ... x' n ) so klein annehmen, dass an allen 
Stellen derselben der absolute Betrag von f(x v ...# w ) grösser ist als jede 
beliebig angenommene endliche Grösse, so dass f(x' v ... x„) = oo zu setzen 
ist, wie der Ausdruck von f(x r ...x n ) angiebt. 

Sind endlich *ß 2 (0, ...0), $ 3 (0,...0) beide gleich Null, so giebt es, 
wie oben gezeigt worden ist, in jeder noch so kleinen Umgebung von 
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(x[,...x' n ) Stellen, an denen die Function f(x v ...x n ) einen beliebig vor- 
geschriebenen Werth hat; sie hat also an der Stelle (x' v ... x„) selbst keinen 
bestimmten Werth. 

Damit ist bewiesen, dass die in der angegebenen Weise definirte 
Function f(x v ...x n ) innerhalb des Bezirkes © sich überall wie eine 
rationale Function verhält. 



4. 

Zur Theorie der ganzen eindeutigen Functionen von 

beliebig vielen Veränderlichen. 

Dem Vorstehenden zufolge stellt eine Potenzreihe $ß(ar„ ...# n ), die 
für jedes System endlicher Werthe der Veränderlichen x v ...x n conver- 
girt, eine eindeutige Function f(x v ...x n ) dar, die sich an jeder im 
Endlichen des Grössengebiets (x v ...x n ) liegenden Stelle regulär verhält. 

Umgekehrt weiss man, dass jede eindeutige Function f(x v ...x n ), 
die sich an allen im Endlichen liegenden Stellen des Gebietes (x v ...x n ) 
regulär verhält, durch eine für jedes System endlicher Werthe von 
x v ...x n convergirende Reihe ty(x v ...x n ) ausgedrückt werden kann. 

Ich nenne eine solche Function f(x v ...x n ) eine ganze Function. 
Hat die Reihe, durch welche sie dargestellt wird, unendlich viele Glieder, 
deren Coefflcienten nicht gleich Null sind , so ist die Function eine trans- 
cendente. 

Sind ferner zwei Potenzreihen yß (x v ...x n ) 7 ^ß x (x v ...x n ) gegeben, 
welche beide für jedes System endlicher Werthe von x v ...x n conver- 
giren, so wird durch den Quotienten 

4$j (#j, ... x n ) 

den in Art. 3 festgesetzten Bestimmungen gemäss eine eindeutige Function 
f(x v ...x n ) deflnirt, die dadurch charakterisirt ist, dass sie sich an 
jeder im Endlichen liegenden Stelle des Grössengebiets (x v ...x n ) wie 
eine rationale Function verhält. 

Ob aber umgekehrt jede eindeutige Function f(x v . . . x n ) , welche 
sich im Endlichen überall wie eine rationale Function verhält — also, 
wenn (a v ...a n ) irgend ein System endlicher Werthe ist, in einer ge- 
wissen Umgebung der Stelle (a v ...a n ) als Quotient zweier Potenzreihen 
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von x x — a v ... x n — a n ausgedrückt werden kann — , auch als Quotient 
zweier für jedes System endlicher Werthe von x v ...x n convergirenden 
Potenzieihen sich darstellen lasse, das ist eine für Functionen von mehreren 
Veränderlichen bis jetzt unerledigte Frage, welche sehr erhebliche Schwierig- 
keiten darzubieten scheint. 

Mit dieser Frage ist aber noch eine andere verknüpft. 

Für jede rationale Function von x v ...x n gilt, dass sie als Quotient 
zweier ganzen Functionen dieser Veränderlichen dargestellt werden kann 
und zwar so , dass der Dividend und der Divisor keinen gemeinschaftlichen 
Theiler besitzen. Dann verschwinden Dividend und Divisor gleichzeitig 
nur an solchen Stellen , an denen die Function keinen bestimmten Werth 
hat. Es entsteht also die Frage, ob in dem Falle, wo eine Function als 
Quotient zweier ganzen Functionen von x v ...x nJ von denen wenigstens 
eine transcendent ist, dargestellt werden kann, dies auch in der Art geschehen 
könne, dass der Quotient nur bei solchen Werthsystemen der Veränderlichen, 

für welche die Function unbestimmt ist, in der Form - erscheint — mit 

andern Worten , dass aus den Werthen , welche Dividend und Divisor an 
einer bestimmten Stelle haben, sich unmittelbar entnehmen lässt, ob an 
dieser Stelle die Function einen bestimmten Werth hat oder nicht, und 
wie sie sich in der Umgebung dieser Stelle verhält. Auch diese Frage ist 
bis jetzt nur für Functionen von einer Veränderlichen — und zwar für 
diese im bejahenden Sinne — entschieden. 

In manchen Fällen , wo eine eindeutige Function mehrerer Veränder- 
lichen durch analytische Bestimmungen definirt ist, ist es aber möglich, 
die angeregten Fragen mittelst eines Theoremes, das ich im Folgenden 
ausführlich entwickeln will, zu erledigen. 

Es bedeute jetzt f{x v ... x n ) eine (transcendente oder rationale) ganze 
Function der Veränderlichen x v ...x n . Man setze für diese Grössen 
ganze lineare Functionen einer Veränderlichen x 

X^= d 1 ~r Cj T , ... X n = Q n ~ (' n t , 

so geht f(x v ...x n ) in eine ganze Function von t über, welche im Allge- 
meinen — d.h. wenn die Grössen c v ...c n einer sogleich anzugebenden 
Beschränkung unterworfen werden — nicht für jeden Werth von x ver- 
schwindet. Denn es erhält f(x v . . . x v ), nach Potenzen von x x — a v . . . x n — a n 
entwickelt, die Form 



oo 



/ i l^i f'i i • • • &n U'n' > 



v = o 
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wo (x x —a v ...x n —a n ) eine homogene ganze Function von x x — a v . . . x n —a n 
bezeichnet; es brauchen also die Grössen c v ...c n nur die Bedingung zu 
erfüllen, dass die Ausdrücke 

nicht alle gleich Null sind. Dies vorausgesetzt, sei in der Entwickelung 
von /■(a 1 -Ryc, . . . a n -+-c n T) nach Potenzen von x das erste Glied, dessen 
Coefficient nicht verschwindet, von der Ordnung n, so hat man 



f{a x <yc, ... a n -+c n x) = C^-bC^^x 



»14-1 . 



wo Cp nicht gleich Null ist. Daraus ergiebt sich für hinlänglich kleine 
Werthe von x 

dlog/Xofr-fjT, . . - a n +c n %) _, 
— — - ^ _!_ 9$( T ) . 

Setzt man also 

n 
d\ogf(x v ... x n ) ~= 2f«(*r — x ti) dx * • 

a=l 

wo f l (x v ...x n ) 1 ... f n (x v ...x n ) eindeutige Functionen sind, welche sich 
an jeder im Endlichen liegenden Stelle des Gebietes (x r . . x n ) wie rationale 
Functionen verhalten und den Gleichungen 



/ol = 1 . ... n\ 
\ß = 1, ... v) 



genügen, so hat man 

n 

^f*(x v ~x H )dx a - (|xx _1 1 $(x))<7x , 

a = i 

wenn 

gesetzt wird, und es ist dann (x stets entweder gleich Null oder eine 
positive ganze Zahl. 

Dieser Satz lässt sich nun in folgender Weise umkehren: 
Es seien n Functionen 

/ 1 v^i? • • ■ x n) » ' * * in\ x v * ' ' X 7i) 
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gegeben, welche den folgenden Bedingungen genügen: 

1) Sie sollen eindeutige Functionen sein, für die wesentliche singulare 

Stellen im Endlichen des Grössengebiets (x x , . . . x n ) nicht existiren. 

2) Der Differentialausdruck 

n 

^j Icl\ x v "' x n)^ x OL 
a = l 

soll die durch die Gleichungen 

ot*\ x i i ' • • x n) wp(Xj, . . . X n ) sol = 1 ... n\ 

dx~ t ~ döc^ ^ß = 1 • • • ") 

ausgedrückten Integrabilitätsbedingungen erfüllen. 

3) Es soll, wenn man für x v ...x n irgend welche ganze lineare 

Functionen einer Veränderlichen t substituirt: 



Xm Ol | ~T~ C| X , ... Xfl fi~ * 71 1 



für hinlänglich kleine Werthe von t 
n 

2 f*( x i '• *• x t) dx * ^ e Form O^"' + $( T )) dT 
a = i 

annehmen, und dann |i entweder gleich Null oder eine positive 
ganze Zahl sein, vorausgesetzt, dass von den beiden Potenzreihen 
von x l —a v ...x n —a n , als deren Quotient 



n 



2^ c olTol\ x v ••• x n) 



ct = l 



in der Umgebung der Stelle (a v ... a„) dargestellt werden kann, 
der Divisor durch die angegebenen Substitutionen nicht indentisch 
gleich Null werde. 
Alsdann existirt eine ganze Function f(x v ...# n ), welche der 
Differentialgleichung 



n 



d\ogf(x v ... a? w ) = 2 f*( x v — *J rfrr a 



a = l 
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genügt und völlig bestimmt ist, wenn der Werth irgend eines ihrer 
Coefficienten, der in Folge der vorstehenden Gleichung nicht noth wendig 
gleich Null ist, flxirt wird, was in beliebiger Weise geschehen kann. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehme ich zuerst an, es sei innerhalb 
einer bestimmten Umgebung der Stelle (0,...0) jede Function f a in 
der Form 

00 v 

= 2ii \ x v ' ' • X n) 
v=»o a 

darstellbar. Dann ist infolge der Bedingung (2) 

V V 

(X v . . . X n )^ O [X v . . • & n )Q 



OL 



8#ß dx ( 

Setzt man 



v-hl n 



so ist 

n 



( V _V_L_f V 

\X V . . . X n ) J^ V-hl 1? * " * Xfl OL Ä ' a, 



Es ist aber 



u V +l Vi 1 / Vil.ii vvÜ^.-^ A 

OL = l [y ~ ri a > v_1 1 a = lfi=i ox ß 



V v 

» n 0(ac If ... x M ) a n n d(x v ... z n ) 

li 2j — -^ — *.<*x p = 2j 2j — ^ — *a«**ß 

o = lß = l ° x ß o = lß = l ox « 



n 



ß-l 



n 



^^ V(#l> ••• **W a ^^cc > 



a=i 



und daher 



v+i A . v 



& \X j , . . • x n ) — ^7j \X^t ••• x n ) (ix^^ 



a 

n 00 00 

a = l v=0 v=o 
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Entwickelt man also, unter C eine willkürlich anzunehmende Constante 
verstehend, den Ausdruck 



oo 



v = o 



v+i 



Ce 

nach Potenzen von x v ...# n , so genügt die so sich ergebende Potenz- 
reihe, für f(x v ... x n ) gesetzt, der in Rede stehenden Differentialgleichung 
und ist sicher convergent in dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der 
Entwicklungen von f x (x v . . . x n ) , ... f n (x v ... x n ). 

Zweitens nehme ich an, man habe für alle einer bestimmten Um- 
gebung der Stelle (0, ...0) angehörigen Werthsysteme {x v ...x n ) 

f , . _ 'Pa \ x v ••• x n) 

4*a \ x v ••• x w 

wobei ich bemerke, dass es nicht eine nothwendige Bedingung ist, dass 

$ a (x v ...# n ), $ a (x v . . . x n ) keinen an der Stelle (x^= 0, . . . x n -= 0) ver- 
schwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. Man substituire nun für 
x v ... x n homogene lineare Functionen von n andern Veränderlichen t v ... t n 



n 



ß=l 



wodurch sich das Differential 



n 



/ i Iol\ x v * ' ' x v) ^ X OL 



<x=i 



in ein anderes von der Form 



n 



^y 0L (t v ...t n )dt 0i 



<x = l 



(a = 1, . . . n) 



verwandelt, für welches die Integrabilitätsbedingungen ebenfalls erfüllt 
sind. Die Constanten </ a ß hat man so anzunehmen, dass die Determinante 

9\\ 0\2 • • • • 9 in 
9i\ 9ii • • • ■ 9 in 



9n\ 9ni 



• . . » 



0: 



nn 
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von Null verschieden ist, und bei keiner der Functionen 

(O) (0) 

vi \!/n*v "' 9nih'i *•• Trn\9ii*v m 'ffnih) * 

wenn man sie nach Potenzen von t 1 entwickelt, sämmtliche Coefficienten 
verschwinden. 

Dann lässt sich 

?a('n — * w ) in der Form ~~ -'-"" — 

darstellen, und es ist ty Q (t v O, ... 0) eine Potenzreihe von t v deren Coefficienten 
nicht sämmtlich gleich Null sind. Ist das Anfangsglied dieser Reihe von der 
Ordnung i, so nehme man eine positive Grösse 8j so an, dass die Stelle 
(^=8^ £,= 0, ... t n =0) innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks 
der Reihen 

'"Po vi» •** *?i)i 'Pivp •" *«/ » ' * • 4$» vi» *•* *n) 

liegt, und die Function 



t v * (« p 0,...0) 

für jeden Werth von t x , dessen absoluter Betrag nicht grösser als 5 X ist, 
einen von Null verschiedenen Werth hat. Wird darauf eine zweite positive 
Grösse 8', die kleiner als 8 2 ist, beliebig angenommen, so lassen sich 
n — 1 andere 8.,,...8 W so bestimmen, dass die Stelle (^=8j, t 2 =5 r ...t n =5 n ) 
innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirkes der Reihen ^ , ^J r . . ty n 
liegt, und für jedes den Bedingungen * 

A) »!> IM>8', l* a !^8 2 , ... |* M | < 8„ 

genügende Werthsystem {t v t 2 , ... t n ) 

I $ M, - 0) | ^ | $ (t v L, ... t u ) - ^,0, ... 0) | 

ist. Dann giebt es, wie in Art. 1 gezeigt worden ist, für jedes den Be- 
dingungen 

B) |«! <8 2 , ... \t n \<Z H 
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entsprechende Werthsystem (t 2 , ... t n ) unter denjenigen Weichen von t v für 
welche |< 1 |<8 l ist, nicht mehr als l, welche der Gleichung 

gentigen, und diese sifid ihrem absoluten Betrage nach sämmtlich kleiner 
als 8. Nun sei (£„... t ) irgend ein System bestimmter, den Bedingungen 
B) genügender Werthe von t 2 , . . . t n , und es habe die Gleichung 

r von einander verschiedene Wurzeln 

t' t" t ir) 
i > i > • • • ^i » 



r • 



welche ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 8 sind. Setzt man dann 

so werden x v ... x n ganze lineare Funtionen von t, welche der oben (unter 3) 
angegebenen Bedingung genügen, indem 

S*f( \i — V ra<x(*r ••• w u 

£jla.\P c V"'%n) a ' x oi. Z-J Sil (t / \ a 

ist, und ^ (t[-ht J t 2J ...t n ) nicht für jeden Werth von x verschwindet. 
Man erhält also für hinlänglich kleine Werthe von i 

wo tw' eine ganze Zahl und > ist; und ebenso 

9,(^+M,,...*J =— + $ (t), ... 9^, -h-c, * 2 , ... * M ) ■ ^ — h V (x), 

wo m",...m (r) gleichfalls ganze, nicht negative Zahlen sind. Daraus 
folgt, dass die Differenz 

(r) 

*<«„ «,, ... g - (- •— : -,+••• + — ^ 



1 "1 "1 "1 
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für keinen Werth von t l9 dessen absoluter Betrag kleiner als 8j ist, un- 
endlich gross wird und demgemäss in der Form 

dargestellt werden kann. Setzt man also 

so ergiebt sich für jeden der Bedingung j£j < 8 t genügenden Werth 
von t x 

Die Function y(t) lässt sich aber ermitteln, ohne dass es nöthig wäre, 

die Grössen t v t 1 ,...t 1 und die zugehörigen Zahlen m ,w ,...»* zu 
bestimmen. 

Man kann, wenn man die Grössen t v t 2 ,...t n den Bedingungen 

Q |*i|5 5 i> l^ii 5 ^ • • • |^|^ 8 -/* 

unterwirft, ^ (^,^ 2 , ... t n ) in der oben (in Art. 1) angegebenen Weise auf 
die Form 

G (t v i„...t n ) %(t v ...t n ) 

bringen, in der Art, dass ^ßJit v ...t H ) für kein den vorstehenden Bedin- 
gungen entsprechendes Werthsystem {t v t„ ... t n ) verschwindet. Die Func- 
tion G (t v t 2J ...t n ) kann dann nicht unendlich klein werden, wenn man 
die Grössen t v t 2J ...t n den Bedingungen (A) unterwirft. Für alle diesen 
Bedingungen genügenden Werthsysteme {t v t 2J ...t n ) lässt sich deshalb 



(r (tj,t 2 , ... t n ) 



in eine gleichmässig convergirende Reihe von der Form 



oo 

— I— V 



Ev~ 



v = 

10 
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entwickeln, in der die Coefticienten T v gewöhnliche Potenzreihen von 

t„ t n sind. Diese Keihe con vergilt dann auch, als Potenzreibe von 

t v t„ t ti betrachtet. l>ei jeder Anordnung ihrer Glieder. Dasselbe gilt 

für die gewöhnliche Potenzreihe von t v t r ...t n . in welche der Quotient 

verwandelt weiden kann; man erbalt daher für die jetzt betrachteten 

Werthsysteme (<,....'„) die Function ? l (t l t n ) dargestellt durch eine 

bei jeder Anordnung ihrer Glieder convergirende Potenzreihe der Grössen 

t x J 2 t n , welche negative Potenzen von t x in unendlicher Anzahl, aber 

keine negative Potenzen von t. r .-.t n enthält und somit auf die Fonn: 

_-^, ( — 11—1) — \1— 1 ^-^- (v) ^ 

2* (t,....t„)t t -2* (t r ...t n )t] 

H = o v = o 

gebracht werden kann.*) 
Es lässt sich aber auch 



» tt . (r> 



1 <1?(ti) in in" Hl 



rr. 



?(/,) <", /,-/, /,-/,- /,-c 



*i . 



wenn t x ^ o ist, in eine Reihe von der Form 



s t ;+. < 



i 



|l-0 



ST) 



entwickeln, und es ist dann namentlich Tj = m'-r- m"-f • • • -h m . Mau 
hat also 



' i t flz(tt) -V^ < (— fl- 1> , , r 1 — 11— 1 _-^. »v) , , v 

^'„'„•••g-^M J- -S* <'*-•'*>- v«l'. -2* ('*•■••'>. • 



?(',) dt, 



H — u v = o 



*) Diese Reihe erhält man auch dadurch, dass man (unter der Annahme 5 X ^ jr, ! > 8' 
die Function y x (t v t % ,...t u ) als Potenzreihe von r,, ...f jt darstellt und darauf d* e 
Coef ficien ten derselben, welche sämmtlieh die Form 

haben, nach steinenden Potenzen von t { entwickelt. 
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Aus dieser Reihe müssen nun dem vorhin Bemerkten zufolge alle 
Glieder mit einer negativen Potenz von t x verschwinden; man hat also 

t; + i=$ ( "' 1 "X. ..«;,)• <»»-o,...co) 

Es ist daher $ (t. 2 , . . . t n ) für jedes der betrachteten Werthsysteme 

(A,, ...f w ) eine ganze Zahl. Daraus folgt, dass sich ^S ('*»••• * w ) auf 
ein von * 2 , . . . t n unabhängiges Glied reducirt. Denn wäre dies nicht der 

Fall, so würde ^ (* 2 >---*n) e " ie continuirliche Function von t 2 ' mm *n 
sein, die auch andere als ganzzahlige Werthe haben könnte. Es ist also 

die Summe (m'-f-m"n -f m {r) ) von dem gewählten Werthsystem (t' 2 , ... t^) 

unabhängig und kann gefunden werden, wenn man gleichzeitig t' 2 = 0, . . . t' = 
setzt. 

Da nun, wenn t! v ...t n sämmtlich gleich Null gesetzt werden, 

? 1 M...o) = 2* (o,...o)// H 2$ (0,...0)<, 

ji=o v=o 

rf ?('l) /„.' , ..." , , _<r>\ ,-l 



rf^ 



= (im -fw 4 ! m 1 ')*i 



ist, und aus der Differenz der Ausdrücke auf der Rechten dieser Glei- 
chungen alle Glieder mit negativen Potenzen von t x wegfallen müssen, 
so sieht man, dass die Entwicklung von 

<P!M,...o) 

für jeden Werth von t x , dessen absoluter Betrag < 5j ist , die Gestalt 

mt~ A - %{t x ) 
hat, wo m eine ganze Zahl bedeutet, die > ist, und dass man 

' i " i , (r) 

m -\-m + • ■ • -f- m = m 

hat. Dabei ist noch zu bemerken, dass m immer > ist, wenn nicht 
etwa jede Function ^5 a (x v ... x n ) durch ^? a (x v ... x n ) theilbar ist, welcher 

Fall schon behandelt worden und hier auszuschliessen ist. 

10* 
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Nachdem so der Grad der Function y(t x ) ermittelt ist, setze man 
so hat man, zunächst für die der Bedingung 



i 
genügenden Werthe von t x , 



5. :> i*; >s' 



oo oo 






oo 



Daraus ergeben sich die Gleichungen 

f (_2) i , 

F x i s }$ (t r ...t n )=0 

2F! 2 \ F[ . y!~% ... y -i y!~'% ... g = o 

3*;' 4-ig . ^ (_L V,...g-i f[ . yf~\,...t' n )-\ y { ~ 4 \t 21 ...t' n )-o 



mFn+F'^rf Xv-0-*- F m-2* ( X-O-*---*-^ m ~X-..0 = ° 



Durch diese Gleichungen lassen sich die Grössen F v ... F m bestimmen. 
Substituirt man in den Ausdrücken derselben für t r ... * M die unbestimmten 
Grössen t. t . . . . t n , bezeichnet die Potenzreihe von t 21 . . . t n , in welche F^ 
dadurch übergeht, mit 

und setzt 

m „„ tn— 1 _ 

^{t v t 2 ,...t n )^t x -\ F x (L,...t n )t x -\ rI m (t 2J ...t n ), 

so ist durch das Vorstehende bewiesen, dass für jedes den angegebenen 
Bedingungen entsprechende Werthsystem (* 1? * 2 , ... f M ) 

cfag<p(t..t. t ....t M ) £L iv) v 

Vi.'*- •••'„>- V - "2* C s ,-' M )«i 

° r i v = ü 
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ist. Da aber die Reihe auf der Rechten dieser Gleichung keine negativen 
Potenzen von t x enthält, so convergirt sie für jedes den Bedingungen (C) 
genügende Werthsystera (t v t 2 ,...t H ), und zwar, wie aus ihrer Ent- 
stehungsweise hervorgeht, unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder. 
Dasselbe gilt von den Reihen 

es besteht somit die vorstehende Gleichung für jedes den zuletzt angegebenen 
Bedingungen entsprechende Werthsystem (t x , . . . t n ). 
Nun hat man , wenn a > 1 ist, 

ö9 a (f„...* w ) d<P x (t v ...t n ) d 2 logy(t v ...t n ) d ^_( V ) 



dt x dt a dt l dt QL dt 



2$ (**,...*„)«,, 



a v=0 



v-hl (v) 

8 i f d\ ogy(t v ...t n ) _ d ~U,_ d% (t r ...t n ) 

Es lassen sich aber, wenn man t v t 2 ,...t n wieder den Bedingungen (A) 
unterwirft, 

d\og<p(t v ...t n ) 



<p a (t v ...t n ) und 



8«a 



in Reihen von derselben Form, wie die im Vorhergehenden für y t (t v ... t n ) 
angegebene, entwickeln. Die vorstehende Gleichung lehrt nun, dass in 
der Differenz dieser beiden Reihen Glieder mit einer negativen Potenz 
von t x nicht vorkommen, und dass man 

V-+-1 (v) 

(0) 

hat, wo ?ß a (* 2 , . - - * w ) die Summe der von t x unabhängigen Glieder der 
eben erwähnten Entwicklung von 9 a (^, ... t n ) bezeichnet, und %^\t 29 ... t n ) 

dlog<p(* r ...* n ) 
dieselbe Bedeutung für die Function — - — hat. Aus der Form 

der Ausdrücke auf beiden Seiten dieser Gleichung ergiebt sich dann wieder, 
dass die Gleichung für jedes den Bedingungen (C) entsprechende Werth- 
system (t v t v ...Q gilt. 
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Damit ist bewiesen, dass sich 



n 



2?a('i>- l ^ dt oL 



a=i 

auf die Form 

n 



dlog<f(t v ...t n )-\- y £y(t v ...t l ) dt a 



a=i 



bringen lässt. Der Ausdruck unter dem Summenzeichen genügt dann 
wieder den Integrabilitätsbedingungen und kann nach dem im zuerst be- 
trachteten Falle Bewiesenen in der Form 

dlog^.-.g 

dargestellt werden, wobei man s #(0, ... 0) = 1 annehmen kann. Folglich 
ist, wenn man, unter C eine von Null verschiedene, im Übrigen willkürlich 
anzunehmende Constante verstehend, 

setzt, 

n 

2 ^v ... g '*'« = d\og$(t v ... g. 

oc = i 

Drückt man nunmehr t v ...t n durch x v ...x n aus und setzt 

+ (*!»••• g=A^i>---^n)> 
so ergiebt sich 

n 

^ i f 0L (x v ... x„) dx a = dlogf(x v . . . x n ) . 

a = i 

Diese Gleichung gilt nun ihrer Herleitung zufolge für alle einer gewissen 
Umgebung der Stelle (0 , ... 0) angehörigen Werthsysteme (x x ... x n ). 
Etwas Bestimmteres über den Convergenzbezirk der Reihe für f(x v ... x n ) 
lässt sich durch die gegebene Deduction nicht ermitteln, weil bei der- 
selben nur vorausgesetzt ist, dass die Functionen f a (x lJ ...x w ) innerhalb 
einer begrenzten Umgebung der Stelle (0,... 0) überall eindeutig definirt 
seien und sich wie rationale Functionen verhalten. Gleichwohl reicht der 
in der vorstehenden Gleichung ausgesprochene Satz aus, um für den Fall, 
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wo die Functionen f'^ia^, ... x 7) ) sich an allen im Endlichen des Grössen- 
gebietes (x v ...x n ) liegenden Stellen wie rationale Functionen verhalten, 
das oben ausgesprochene Theorem zu beweisen. 

Es sei (a x ,...u 7J ) ein System bestimmter, endlicher Werthe von 
x v ...x n , und man nehme an, es convergire die auf die beschriebene 
Weise hergeleitete Reihe f(x l , . . . x n ) (in der wir uns jetzt für die (kon- 
stante C einen bestimmten Werth gesetzt denken) für jedes den Bedingungen 



a\ 



tt; 



? * 



X 



n 



a 



n 



genügende Werthsystem (x A , . . . ;i „). — Ferner sei (aj,...a^) irgend ein 
bestimmtes Werthsystem, das den Bedingungen 



i » 



«,:=.«,, • 



a„ I = a n 



gemäss, im Übrigen aber beliebig angenommen ist. Dann kann man 
innerhalb einer bestimmten Umgebung der Stelle (a[ , . . . a' n ) 



.(1) 



Mi t T ii 



+■ a ^i a \ i • • • x n Q'n) 



ral^l a ii m " x n tt n ) 



darstellen und nach dem Vorhergehenden eine Reihe 

s $(x l -a l ,...x n -d n ) 



herleiten, welche der Gleichung 



id) 



dlogSßO^-ft; , ...x n - a n ) 2^ 



'Pa (^'i ^'i j • • • % n ^ w ) 



i(0) 



a 4$a '^ i ^i > ••• 3-n ^'iv 



dx 



a 



genügt. Diese Reihe möge convergiren an allen Stellen, für die 



x x —a[ \«>, 



x n a n 



ist, wo 8 eine positive Grösse bedeutet. Unter diesen Stellen giebt es 
nun auch solche — und zwar bilden dieselben ein 2?i-fach ausgedehntes 
Continuum, — welche zugleich den Bedingungen 



x< 



aa 



x A 



!«■•!(> • • • ,-„. 



\(l. 



n\ 
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genügen. Innerhalb des Bereiches dieser Stellen hat man also 



n 



dlog^JCTj-ffJ, ... x n - a n ) — 2 f*(x v ... ar w ) «te B 



a=i 
w 



rflog/'Gr,, ... x n ) - V / a (a' r ... a; M ) rfr a 



a=i 



(/^(.Tj— a' v ... x„ - «)/) rf/'C/p ... x n ) 
y (x x - a x .... x n </.;, ) /'(ff , . . . . x n ) ' 

woraus sich , da die Functionen f\x v . . . x„) , *ß (.t, — a' 1? . . . x n — a' n ) 
innerhalb des in Rede stellenden Bereichs an allen Stellen sich regulär 
verhalten , 

f(x v . . . x„) — c' S J> (x x - a[ , . . . # w — a„) 

ergiebt, wo C eine von x } x n unabhängige Grösse bedeutet. Da 

dies für jedes den angegebenen Bedingungen entsprechende Werthsystem 
(u\,...a' n ) gilt, so folgt daraus (nach einem der Sätze, welche in der 
Functionentheorie in Betreff der Convergenzbedingungen für Potenzreihen 
entwickelt werden), dass die Reihe auch noch convergirt für jedes den 
Bedingungen 



J \ 



fl,H 8, ... x n < a w I -f - 5 



genügende Werthsystem (x v ...x n ) Daraus ergiebt sich sofort, dass 
die Reihe f(x v ...x n ) für jedes System endlicher Werthe von x v ...x n 
convergirt und die (Jleichung 



n 



2 /«(#,. • • • *'„) dx^ - tf log f(x v . . . x n ) 

befriedigt. 

Man sieht zugleich , wie sich die in f{x A , . . . x„) vorkommende Con- 
stante C so bestimmen lässt, dass einer der Coefficienten der Reihe, welcher 
nicht nothwendig bei jedem Werth von C gleich Null ist, einen vor- 
geschriebenen Werth erhält. 

Es bedarf kaum der Erinnerung, dass in einem gegebenen Falle 
die Entwickelung der Reihe /"(a*, , . . . av,) nicht nothwendig auf dem 
beschriebenen Wege bewerkstelligt zu werden braucht. Vielmehr kann 
man , nachdem einmal durch das Vorstehende die Form und der Convergenz- 
bezirk der Reihe festgestellt worden sind, jedes zur Bestimmung ihrer 
Coefficienten führende Verfahren ohne Verstoss gegen die Strenge der 
Herleitung anwenden. 
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5. 

An das im Vorstehenden entwickelte Theorem schliesst sich nun ein 
anderes an, durch welches in manchen Fällen für eine eindeutige Function 
f(x v ...x w ), welche an allen im Endlichen des Grössen gebietes (x v ...# n ) 
liegenden Stellen sich wie eine rationale Function verhält, der Nachweis 
geführt werden kann, dass sie als Quotient zweier — transcendenten oder 
rationalen — ganzen Functionen von x v ...x n darstellbar ist, und zwar 
in der Art, dass nur an denjenigen Stellen, wo f(x v ...x^) keinen 
bestimmten Werth hat, der Dividend sowohl als der Divisor verschwindet. 

Angenommen, es sei eine bestimmte Function f(x v ...x t ^) in der 
angegebenen Weise als Quotient zweier ganzen Functionen g x {x x , . . . # w ), 
g (t (x v ...x n ) ausgedrückt, so hat man, wenn 

d\ogg (x v ...x n ) __ ioi 

dx^ l n 



öl0g^,(^-.._^n)__ (i) 

/ a *** p • • • *"n' 



dx a 



gesetzt wird, 



* .(*>, . , Ä ,(0) 



d log f(x v . . . x n ) -= ^ f* &V • • • X J (lx * — 2 t* (*!?••• r n ) dx«. 

a = l a=i 

und es besitzen die Functionen /* a , f a folgende Eigenschaften: 

1) Sie sind alle eindeutige Functionen von x v ...x nJ welche sich im 

Endlichen überall wie rationale Functionen verhalten. 

2) Die DifFerentialausdrücke 



7 i / oc \ x v ' ' * x rv ^ x ol ? 2mi a 1' * ' " Xfl a 



a=i a=i 



genügen beide den Integrabilitätsbedingungen. 
3) Jede im Endlichen gelegene singulare Stelle einer der Functionen 

f 0L (x 1J ... x n ) ist zugleich eine singulare Stelle der Function 
f(x Y ... # n ); jede im Endlichen gelegene singulare Stelle einer der 

Functionen f % (x v ...x n ) ist entweder eine Null -Stelle von 
f(x x , . . . x n ) oder eine derjenigen singulären Stellen dieser Function, 
an denen sie keinen bestimmten Werth hat. 
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Dies Theorem — dessen Beweis auf der Hand liegt — lässt sich 
folgendermassen umkehren. 

Angenommen, man wisse von einer irgendwie definirten Function 
f(x v ... x 7( ), dass sie eine eindeutige Function der hier betrachteten £rt 
sei, und es gelinge, das Differential 

dlogf(x l ,.:.x n ) 
in der Form 

2j U (- r i • • • • • r ? ,)''- / 'a - 2j f * (" 7 i " ' * X ^ (ljr * 

dergestalt auszudrücken, dass die Functionen / a , / a die im Vorstehenden 
(unter 1, 2, 3) angegebenen Eigenschaften besitzen; so sind diese Func- 
tionen auch so beschaffen . dass sich auf die in Art. 4 gelehrte Weise zwei 
ganze Functionen ^(jp ... J w ) ? (j l (^ v ... x n ) bestimmen lassen, welche die 
Gleichungen 

n (0) 

(l\og</ (a- v ... x n ) - Y] füL 0'i< ••• x n) (Jx * 

OL — l 

A) 

w i. 



«flog//, (.»,.... ./„) - ^ / a (*•,, ... *„)<?.*•. 



n 



befriedigen. Dann ist 



B) fix x )- c-^- 1 -'—— 



wo C eine von x v ... ;r w unabhängige Grösse bezeichnet, und es verschwin- 
den // , /y, gleichzeitig nur an solchen Stellen (x v ...x n ), wo f(x v ...x n ) 
keinen bestimmten Werth hat. 

Es sei (a v ...« n ) irgend ein System endlicher Werthe der Grössen 
x v ...x n so giebt es — nach Art. 2 — eine gewisse Umgebung (6) der 

Stelle (</., . . . a n ), innerhalb welcher jede der Functionen /*, /', , . . . f n ,f } , . . . f n 
sich als Quotient zweier Potenzreihen von «/,— a 1? ... x n —a n in der Art 
darstellen lässt, dass der Dividend und der Divisor nur an solchen Stellen 
(x r ...x 7i ), wo die betreffende Function keinen bestimmten Werth hat, 

gleichzeitig verschwinden. Bezeichnet man für /', / a , / a die Dividenden 
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bez. mit p } p' % , q'^ und die Divisoren bez. mit q, !>&, q a , so hat man 



^\p dx a pj a & x \q dx a qj "' 

woraus sieb, da die Veränderlichen x v ...x n unabhängig von einander 
sind, 

1 dp pi 1 dq qi 

— ~ = — ~ — — (a = l,2,...n) 

P dx a p a q cx a q a 

ergiebt. 

Der Voraussetzung (3) nach kann g a innerhalb des Bereiches (6) nur an 
solchen Stellen (#,, ... x n ) verschwinden, die zugleich singulare Stellen der 

Function — sind, für welche also </ = ist. Ebenso kann p^ nur an 

solchen Stellen verschwinden , an denen p = ist. Daraus kann man 
schliessen, dass die Function 

i_ öjr öi 

q dx* q* 

sich innerhalb (6) regulär verhält. Denn wäre dies nicht der Fall, so 
hätte sie (nach Art. 3) innerhalb (6) unendlich viele singulare Stellen, und 
unter diesen gäbe es unzählige, an denen q = wäre, p aber, und somit 
auch j? a , einen von Null verschiedenen Werth besässe, was der Gleichung 

JL dq Qa = i dp pj 

Q dx* q* ~ P dXa p a 

widersprechen würde. Man kann also für die dem Bereiche (6) angehörigen 
Werthsysteme (x v ... x n ) 

1 dq qi 

q dX a <y a a l 

setzen und hat dann 

V (0) " 

2 / a {X v ... T n )(lx a -■- d\0gq - 2^a( r i- a v '" ^«-"' W )'^a 

v ([) v 

$]/* ^'•••• r J , '' r a - (IAi >SP -^^Ä*-«^ '" : >n- (( n)' h ^*' 
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Der Differentialausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichungen genügt 
nun den Integrabilitätsbedingungen; man kann ihn daher in der Form 



(1 N JJ (x l — a , . . . . x n — a v ) 



darstellen und erhält dann 



2/iVp-^)^- ^/log|,/., * ( *' a ^^-^ ) \^ ( lh^% l -a v ...x 1 -a n ) 



a = l 



AI 

£ /'!%,.....'/•>/.>•„ ^rfl»gjy».e~* ( ''"' , '-- 3 '-~"" ) )-<nogV ( V I -a 1! ...a- | ,-« 1 ,) 



a = i 



Es sind also die Functionen f % (x v ...x n ), f a (x v ...x n ) in der That so 
beschaffen, dass man (nach Art. 4) zwei ganze Functionen g (x x . ...?*„), 
g x (x v ... rr M ) bestimmen kann, für welche — bei gehöriger Bestimmung der 
Constante C — die vorstehenden Gleichungen (A, B) gelten. In der 
Umgebung jeder bestimmten Stelle (a x , . . . a n ) ist dann 

g^x v ...x n ) = C iP e-^^-^- x »-^, 

wo C v C 2 Constanten bezeichnen; es verschwinden daher g , g x gleichzeitig 
an der Stelle (a v ...a tl ) nur dann, wenn auch p, q an derselben beide 
verschwinden, f(x v ...x n ) also für das Werthsystem (or x -a v ... x n --a n ) 
keinen bestimmten Werth besitzt; w. z. b. w. 

Anmerkungen. 

1. Es ist vorausgesetzt worden, man wisse von der Function f(x v ... x n ). 
dass sie eine eindeutige Function sei und im Endlichen sich überall wie 
eine rationale Function verhalte. Ist dies nicht bekannt, vielmehr die 
Aufgabe gestellt, die Function so zu bestimmen, dass sie der Differential- 
gleichung 

a=i a=i 

genüge, so hat man zur Lösung dieser Aufgabe kein anderes Mittel als 
zu untersuchen, ob jeder der beiden Differentialausdrücke auf der Rechten 
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der Gleichung die in Art. 4 von dem dort betrachteten Ausdruck 



n 



/ i IOL\P C V ' ' ' X W &%& 



a=i 



vorausgesetzte Beschaffenheit habe, und im Falle, dass sich dies bestätigt 
und somit feststeht, dass f(x v ...x n ) in der Form 

ff {x v ... x n ) 

dargestellt werden kann , sich zu vergewissern , ob die Functionen f a , f a 
auch der oben (unter 3) angegebenen Bedingung entsprechen. 

2. Das im Vorstehenden entwickelte Theorem kann ohne Schwierig- 
keit folgendermassen verallgemeinert werden: 

Es sei von einer irgendwie definirten Function f(x v ...x n ) bekannt, 
dass sie sich im Endlichen tiberall wie eine rationale Function verhalte, 

tn 

und es lasse sich d logf(x v . . . x n ) in die Form 



.»* 



(a,, ...a m = l,2,...n) 

dergestalt ausdrücken , dass jeder der beiden Differentialausdrücke auf der 
Rechten der Gleichung den Integrabilitätsbedingungen gentige, und die 

Functionen f„ „ , f„ „ die im Vorstehenden unter (1,3) angegebene 

i) " • tn V"^m 

Beschaffenheit besitzen, so ist f(x v ...x n ) in der Form 

9\ v**'j, ... x n ) 

darstellbar, wo g , g 1 ganze Functionen von x v ...x n sind, welche nur an 
solchen Stellen (x v ...# w ), wo f(x v ...x n ) keinen bestimmten Werth hat, 
gleichzeitig verschwinden. 

Der Beweis dieses Satzes ist dem für den Fall, wo ro = l ist, durch- 
geführten ganz analog, und braucht dabei nur folgender, leicht abzuleitende 
Hülfssatz vorausgesetzt zu werden: 



«i 



158 Einige anf die Theorie der analyt. Funct. mehrerer Verändert, sich bez. Sätze. 



Genügt ein Differentialausdruck 

2^ + a p . . . oc m ( a i~ a v ' ' * x n~ a ti) 1 ' x ol 1 • - - ( ^ x 0L tlt 

den Integrabilitätsbedingungen, so kann er auf die Form 

d %(x x --a v ... J t — a ); ) 

gebracht weiden. 

3. Audi das in Art. 4 bewiesene Theorem kann folgendermaßen ver- 
allgemeinert weiden : 

Ist ein den Integrabilitätsbedingungen genügender Differentialausdruck 

2.J ' a 1? . . . & m \ x V ' ' ' x n' c ' /X ol i • • • c ^ X 0L m 

(*,... «,„ = 1, 2,. ..n) 

gegeben , in welchem die Functionen /* a a (x v ... x n ) eindeutige Functionen 

der hier betrachteten Art sind, und lässt sich zeigen, dass derselbe, wenn 
für x v ...o: n lineare Functionen einer Veränderlichen x gesetzt werden — 
welche nur der in Art. 4 für den Fall, wo m — 1 ist, angegebenen Be- 
dingung unterworfen sind — für hinlänglich kleine Werthe von t stets die 
Gestalt 

[id logxn s 4HT)ax 

erhält, wo \i entweder gleich oder eine positive ganze Zahl ist, so ist 
jede der Differentialgleichung 



d 10g/ \X X .... X n ) ~ £j / a r . . . 0L m \ x \ > • • • x n) l ^ol x " • c * ,x ol % 

OL 



genügende Function f(x v ...x n ) eine ganze Function von x v ... x n \ und ist 
eine solche Function f (x v ... x n ) bestimmt, so erhält man den allgemeinen 
Ausdruck von f'(x v ...^ n ), wenn man 

/ \*X | « • • • *A^) ~ I q\J -^ ^ • • • d ^) L 

m 

setzt und für G(x v ... x n ) eine ganze rationale Function (tn — l)ten Grades 
von x v ...x n mit willkürlichen Coefficienten nimmt. 
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Uni diesen Satz beweisen zu können, hat man zunächst zu unter- 
suchen, unter welchen Bedingungen ein gegebener Ausdruck 

n 
a = l 

in welchem die Functionen / a (2- r ••• a '") eindeutige Functionen der hier be- 
trachteten Art sind, das Differential einer ebenfalls eindeutigen Function 
ist — eine Frage, welche sich mit Hülfe der Ergebnisse der vorhergehenden 
Untersuchungen ohne Schwierigkeit erledigen lässt, auf die. ich aber liier, 
wo es sich hauptsächlich um eine Zusammenstellung solcher Sätze handelt, 
die in meiner Vorlesung über die AbeFschen Functionen als Hülfssätze ge- 
braucht werden, nicht eingehe. 

6. 

Über tt-fach periodische ganze Functionen von 

n Veränderlichen. 

Eine ganze Function f(n r ...n n ) der n Veränderlichen n i ,...u n sei 
w-fach periodisch; d. h. es soll n Systeme von je n Constanten 

- 1 "H ? - w |)' • • • " w iu 
^ fr) y fr) *) ti) 



2w m> 2w„.>, ... 2w„ 



W 



geben, für welche bei beliebigen Werthen von u v ... u M die n Gleichungen 



gelten, wobei vorausgesetzt werde, dass die Determinante 



(ß = l,2 : ...n) 



nicht gleich Null sei. 

Führt man statt n v . 
der Gleichungen 



W n , . . . CD m 



, w wi» • •' W /m 



?f M andere Veränderlichen r 1? ... r n ein mittelst 



?? 



91 OL S- W *ß r ß 



(a -— 1 n) 
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und bezeichnet mit <p(v v r 2 , ... r n ) die Function, in welche f(u v ...n n ) 
durch diese Substitution übergeht, so hat man 

9 (6'jH-l, v 2 , ... v n ) = tpO'p t» 2 , ... t» n ) , 
9 (t'j , *y+- 1 , . . . v n ) = <p(v x , r 2 , . . . ?'„) , 

90',, t> 2 , ... r M -M) = <p0: p ?.» 2 , ... r w ), 

aus welchen Gleichungen sich die allgemeinere 

<p(iY-f Wj , t> 2 +ro 2 , . . . v n +m n ) = 9(r lf ?',. . . . r n ) 

ergiebt, wo m v m 2 , ...w n beliebige ganze Zahlen bedeuten. 

Es soll nun bewiesen werden, dass sich 9(u„v 2 , ... %) durch eine 
beständig convergirende Reihe von der Form 

^J v p v a , . . . v M 

( v ii v ii--- v h == -" 00, ' ,+0 °) 

darstellen lässt, wo die C v v v von v v v 2 ,...v n unabhängige Grössen 
sind. 

Es ist leicht , diesen Satz aus dem auf Functionen mehrerer Veränder- 
lichen ausgedehnten Fourier'schen Theoreme abzuleiten. Man setzt zu 
dem Ende, unter t^ ...s n ,t v ...t n reelle Grössen verstehend, 

' a c a • l a l ? 

so lässt sich <p(* r 6j/, <.-t n +s n i), a * s Function von * r ...* M betrachtet, 
in der Fonn 

S f 2 ( V ,*, H t-v w üni 

C v v e ll MW (v l ,...v n = -oo...4-oo) 

ausdrücken, wenn man 

r l r l - 2 (Vi- i --- + v») wi 
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nimmt. Man beweist dann leicht, dass die partiellen Ableitungen der 
als Function von s v ...s n betrachteten Grösse 

2 (Vi +,,,+ V> 
C v v e 

bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der Function 9 sämmtlich gleich 
Null sind, diese Grösse also einen von s v ...s n unabhängigen Werth 
hat, woraus sich der angegebene Ausdruck von 9(1^,...*^) und die 
Bestimmung von C v v , nämlich 

v r ... v n == / • • • f ¥\*v ••• *n) e t*h • •• ät n 

ergiebt. 

Die Schwierigkeiten, mit denen eine strenge Begründung des Fourier- 
schen Theorems für beliebige Functionen reeller Veränderlichen verknüpft 
ist, fallen für die Function <p(t l -\~s l i,...t n -:-s n i) fort, indem deren Ab- 
leitungen stetige Functionen von t v ...t n sind. 

Es lässt sich indess der in Bede stehende Ausdruck von 9(1;,, ...v H ) 
auch aus den Fundamentalsätzen der Theorie der gewöhnlichen Potenz- 
reihen ableiten. Dies soll hier ausgeführt werden. 

Es sei 

eine gauze Function der r-f-1 von einander unabhängigen Veränderlichen 
*?,#,, ... x r , welche in Beziehung auf die Veränderliche v die Periode 1 
besitzt, so dass, wenn m eine beliebige ganze Zahl ist, die Gleichung 

g{v+ m,x r ... x r ) = g(v } x l , ... x r ) 
besteht. Setzt man dann 

/7o\*'> 3-\ ? • • • **V/ " ~i) flv 1 ^\' • • • ^r) ~*~ ~ö~//' '*> •**! » • • • ^Y/ > 

2 //('*, *', • • • • *>) 2 (- r > - r i > • • • ;r r) 

so ist nicht nur # , sondem auch g x eine ganze Function von v,x v ...x r . 
Denn der Nenner von g x verschwindet nur, wenn v^=-ä u n( l w e "ie 
ganze Zahl ist; setzt man aber r=---- h ■//, so ist 



sin2( — 4- //• ) tz -= ± sin2//.7c 



11 
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also 



(- - l - 1 -\= (—-1 - ^ 

\ o ' X i' * " " ^ r ), @ V 2 » ^i'"' x r) i 

1)1 

und es hat somit g x (r, a? 1? ... x v ) auch für v = — einen bestimmten end- 
lichen Werth. 

Jetzt sei s eine neue unbeschränkt veränderliche Grösse, und es werde 
eine Function G (s,x v ... x r ) folgendennassen definirt: Jedem endlichen 
Werthe von s ordne man einen die Gleichung 

s - C0S2l'TC 

befriedigenden Werth von v zu und nehme dann 

so hat G (sjX v ...x r ) für jedes System endlicher Werthe von v,x v ...x r 
einen bestimmten und ebenfalls endlichen Werth. Denn es sei v' irgend 
einer derjenigen Werthe von v , welche für einen gegebenen Werth * ' von 
s der Gleichung s' = cos2t?7i genügen, so werden alle übrigen durch die 
Formel 

H. r'-f-m 

geliefert, wo m eine ganze Zahl bedeutet; für alle diese Werthe von v 
hat aber g (v,x v ...x r ) denselben Werth. Nimmt man ferner 8 hinläng- 
lich nahe bei s' an und setzt li—-2~ (v — v'), so erhält man aus der 
Gleichung 

s - s' ~= — sin2r'Tc. f/* — -Jy-j \ -cos2tf'rc l *j — ~- 4 ••), 

falls sin 2 v' n nicht gleich Null ist , einen dieselbe befriedigenden Werth 
von v — v 1 , und in dem Falle, wo sin2i'7;=- ist, einen Werth von 

(v — v ') in der Form einer Potenzreihe von s — s' ausgedrückt. Da nun 

tu 
im letzteren Falle v' = -- und daher 

g (v, x v ...x r ) = y #(™ +(''- ^'), *v ••• a r) + o tf (~ f" " (* " *?')» *r •• • x r) 

= 2" ^ ('IT "*" (' ; "" *'')' r i' ' ' ' a >) + ¥# ( T ~ (" ~~ ^> ^i' " • *>) 

ist, also in der Entwickelung von g (v, x v ...x r ) nach Potenzen von v — v' 
nur gerade Potenzen dieser Grösse vorkommen, so lässt sich in beiden 
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Fällen G (s, x v . . . x r ) als Potenzreibe von s — s', x v . . . x r darstellen. 
Damit ist bewiesen, dass G (s,x v ...x r ) eine ganze Function von 
s,x v ...x r ist, welche, wenn s = cos2r7i gesetzt wird, in g (v, x v ... x r ) 
übergeht. 

Ebenso wird gezeigt, dass eine ganze Function G^s, x v ... x r ) existirt, 
welche, wenn s = cos2vtz gesetzt wird, in g 1 (t^x v ... x r ) übergeht. 

Hiernach hat man 

(j(v,x v ... x r ) = Ö (cos2r7c, x v ... x r ) H G l (cos2nz J x v ... x r ) sin2r7i. 

Wendet man nun diesen Satz auf die Function y(v v v 2 ,...v n ) an, 
so kann man dieselbe zunächst auf die Form 

(? (cos 2 7^71, i\ 2 . . . /:„) -h G { (cos 2rj7i, ??.„ . . . v n ) sin 2^ 

bringen. Die Functionen G , G l haben dann in Beziehung auf jedes 
Argument r 2 , ... v n die Periode 1, und man erhält also (für e = 0, 1): 

GJ^cosQv^j v 21 ...v n ) = Ö eo (cos2v 1 7r, cos2r 2 7t, v r ...v n ) 

+G S ,(0082^^, cos2r 2 7c, Vp...v n )six\2v 2 Tz. 

Dann haben die Functionen G B , (r e 1? in Beziehung auf jedes der Argu- 
mente v v ... v M die Periode 1; man erhält also (für e = 0, 1; e x = 0, 1) 

# 

G^e.O 5082 *!*» cos2r 2 7c, r 3 ,...v w ) = 0^^^(0082-6^, cos2r 2 7c, cos2?; 3 7i, v 4 ,...t; n ) 

+ Ö e e (cos2rj7c, cos2r 2 7t, cos2# 3 7i, ?' 4 ,...t , M )sin2r 3 7r . 

So fortfahrend kommt man zu dem Ergebniss, dass sich y(v v v 2 , ... v n ) 
in der Form 

2 y] • •• y] (r e 6 £ (cos2r,7:,cos2r.,7t...xo82r ;t 7:)sin 2> 1 7t.sin l 2v 2 u ... sin H " 1 2r n z 

darstellen lässt, wo die Functionen GL P « sämmtlich ganze Func- 

tionen der Grössen cos 2^, cos2t\ 2 7i, . .. cos2r n TC sind. 
Setzt man sodann 

cos2?\-::-= --e a +-s-e a . sin 2r a TT = — .e a — — T e % , 
* 2 2 2 7 2 1 

(a = J,...??) . 

11* 
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so kann der vorstehende Ausdruck in eine beständig convergirende Potenz- 
reihe der 2n Grössen 

2v.ni —2v.ni 2vni —2vni 

ei p i p n p n 

verwandelt werden, so dass man 

(^ ll |i 1 ,...X H ,|l n =0,...oo) 

erhält. Da diese Reihe gleichmässig convergirt, so kann man, wenn 
Vj,v 2 , ...v w irgend n bestimmte ganze Zahlen sind, diejenigen Glieder 
der Reihe, in denen die Differenzen 

bezüglich die Werthe 

haben, in ein Glied zusammenziehen , wodurch sich die oben angegebene, 
ebenfalls gleichmässig convergirende Reihe für <p (v v v %2 , ... v n ) ergiebt. 

Drückt man sodann v v v r . . . v n durch die ursprünglichen Veränder- 
lichen n v u 2J ... u n aus, so gelangt man zu einer Entwickelung von 
f(u v u 2 ,...n n ), in welcher jedes einzelne Glied dieselbe Periodicität wie 
die Function f(u v ...u n ) selbst besitzt: 

Der gleichmässigen Convergenz der für <p(v v v 2 , ... v u ) gefundenen 
Reihe wegen ist, wenn |x 19 ...(Xü beliebige ganze Zahlen sind, 



f ••• / tp(v v ...v n )e dv v ..dv n 





,1 1 



Zj v p ...v M / / c ut- l ...ui fl 

*ü "0 

(v p ... v M = — CO . . . + 00) 

woraus in Übereinstimmung mit dem oben Angegebenen 

( » a p ••• i^rj '" I ? (*v ••• r n ] e dv i — dr H 

"0 '0 
folgt. 
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Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie 
der periodischen Functionen von mehreren 

Veränderlichen. 



Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften 

zu Berlin vom November 1876. 



Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie 
der periodischen Functionen von mehreren 

Veränderlichen. *) 

(Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin a. d. J. 1876, S. 680—693.) 



1. 

Eine Function f von n Veränderlichen (u v w 2 , ... %) kann so be- 
schaffen sein, dass für bestimmte Systeme constanter Grössen (P V P 2 , ... P n ) 
bei beliebigen Werthen von a v ?/• 2 , . . . n n die Gleichung 

f(i( l \-P v u 2 -\I\, . . . n n -\ P n )-=f(n v u 2 , ... u n ) 

besteht. Die Function lieisst alsdann periodisch, und jedes einzelne 
Grössensystem (P p P 2 , ... P M ) ein Periodensystem derselben.**) 
Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden Sätze: 
1) Ist 

(P' P' P') 

\ p 2' * * * 1t' 



ein Periodensystem einer Function von n Veränderlichen , so ist 

auch 

(-p' —p' p'\ 

ein solches. 

*) Vgl. Her mite, Extrait de lettres ä C. G. J. Jacobi (Crelle's Journal Bd. 40, 
S. 310); und 
Riemann, Auszug aus einem Schreiben an Weierstrass, ebd. Bd. 71, 
S. 197. 
**) Dies gilt, mag die Function f eine analytische Function sein oder nicht. Ist 
sie mehrdeutig, so besagt die aufgestellte Gleichung, dass die Geeammtlieit der zu einem 
bestimmten Werth system (w,,n 2 , ...«„) gehörigen Werthe von f identisch ist mit der 
Gesammtheit der zu (« l +i > i, i^-f^g, ...^4-Pj gehörigen. 
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2) Sind 

\-*i > ■* 2» ' ' ' n) » \-*i > ^2 > " " n / 

irgend zwei Periodensysteme der Function, so ist auch 

rp'-i-p" P'-^P" pUp"\ 

ein solches System. 

3) Aus diesen beiden Sätzen folgt dann der allgemeinere: 

Sind irgend r Periodensysteme 

(P' P' p') <p" p" P") (P ir) P (n P (r) ) 

der Function gegeben, so kann man aus ihnen beliebig viele 
andere (P v P 2 , ... P n ) ableiten, indem man r ganze Zahlen 
(m v m 2 ,...m r ) willkürlich annimmt und (für a = l, ...n) 

p V P (ß) 

ß=i 

setzt. 

4) Werden aus der Gesammtheit der Periodensysteme der betrach- 

teten Function irgend (p-hl) Systeme 

<p' p' p') (p (p+,) p (P+1) p (p ^ } ) 

\ l > 2 ? ' * n' ^ i ?2 » • * " n / 

willkürlich herausgehoben, und ist 

" = P o~^ l P O » 

a ^ aß ^aß ' 

wo p- und jp ' reelle Grössen bedeuten ; so lassen sich im Falle, 

dass p^2n ist, stets (p-fl) reelle Grössen (fij, . . . fip^) be- 
stimmen, welche die 2n Gleichungen 

P-hl P4-1 

ß=l ß=l 

befriedigen und nicht sämmtlich gleich Null sind. Möglicherweise 
ist dies auch noch der Fall für p— 2n— 1, p=2n — 2 u. s. w., 
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jedenfalls aber nicht für p=0. Es muss also einen kleinsten, 
zwischen und 2n-fl liegenden Werth von p geben, bei dem 
es noch möglich ist, die vorstehenden Gleichungen für beliebige 
(p-f 1) Periodensysteme in der angegebenen Weise zu befriedigen. 
Dieser Werth von p werde fortan mit r bezeichnet. Dann 
existiren nothwendig Complexe von r Periodensystemen, für 
welche den in Rede stehenden Gleichungen, wenn man p=r— 1 
nimmt, nur dadurch, dass man jeder der Grössen fi 1? ... fi r den 
Werth Null giebt, genügt werden kann. 
Angenommen nun, es seien 



<r> „<r) 



Srh 



/p' p' p\ (P " p" p'\ ( p Kn p K7 > p ir \ 

^ l > 2 » * ' * w >^i>2*"n' ? ' " " i '* » • • • n / 

irgend r Systeme, welche einen solchen Complex bilden, und 
(P v P 2 ,...P n ) ein beliebiges Periodensystem, so lassen sich 
(r-hl) reelle Grössen ja, fi 1? ... (i r , die nicht sämmtlich den 
Werth Null haben, so bestimmen, dass die Gleichungen 



(ß) 



^a+IX^ =° 



ß=i 



(4t = 1, ...n) 



bestehen. 

In diesen Gleichungen hat dann fi nothwendig einen von 
Null verschiedenen Werth; man erhält also, wenn man 



setzt, 



(A) 1 



H 



m = 



ß 



p,-2v. 



(ß) 



M 



p ^ P (ß) 



p=,y w p (ß) 



ß=i 



(ß = l,...r) 



Zugleich folgt aus der angenommenen Beschaffenheit der Systeme 
(P®\p®\ ... p n } )} ^ss zu einem bestimmten Periodensysteme 
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(Pj,P 2 P w ) nur ein System reeller Grössen m v m v ... m r , für 

welches die vorstehenden Gleichungen gelten, gehört. 
5) Obgleich die Function unendlich viele Periodensysteme besitzt, 
so kann sie doch so beschaffen sein , dass die Anzahl derjenigen 
Periodensysteme, in denen jede einzelne Periode ihrem absoluten 
Betrage nach eine willkürlich anzunehmende Grenze nicht über- 
schreitet, endlich ist. In diesem Falle sind die in den vor- 
stehenden Gleichungen (A) vorkommenden Grössen m v m r ... m r 
immer rationale Zahlen. 

Es lassen sich aber alsdann die Periodensysteme 

(P 1 P' p') (P" P" p") (P {r) P (r) P ir) ) 

stets auch so auswählen, dass die Grössen m v m 2 , ... m r für jedes 
Periodensystem (P r P 2 , ... P r ) sämmtlich ganze Zahlen werden. 
Der Beweis dieses fundamentalen Satzes kann folgendermassen ge- 
führt werden. 

Es bedeute X irgend eine der Zahlen 1,2, .../\ so fasse man, 
unter der Voraussetzung, dass die Periodensysteme 

den unter (4) angegebenen Bedingungen gemäss angenommen seien, 

diejenigen Periodensysteme (P,, P, P w ) in's Auge, für welche die 

in den Gleichungen (A) vorkommenden Grössen «/,. w/.,, ... w r folgenden Be- 
dingungen genügen: 

< Wß -f 1 ? wenn ß «c X , 
-= w/ß , wenn ß ^> X . 

Solche Systeme giebt es — namentlich ist (P x , P 2 .... P n ) eines 
von ihnen — sie sind aber, weil durch die angegebene Beschränkung 
der Grössen Wß für den absoluten Betrag jeder einzelnen Periode eine 
Grenze, die er nicht überschreiten kann, festgestellt wird, nur in end- 
licher Anzahl vorhanden, und es muss sich unter ihnen eines finden, für 
welches w A den kleinsten Werth hat. Die zu diesem System gehörigen 

Grössen m .. ... /// mögen mit m\ K \ ... in* } bezeichnet werden. 

* A ' A 
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Nach diesen Festsetzungen ist, wenn m[,m! 2 , ... m' reelle Grössen 
sind, welche die Bedingungen 

erfüllen, das System 

^ r <$) vi f ^ß» vi r <P»* 

2j w 'p p i ' 2j '"ß 7> -' ? 2j w/ p /J n 



y._ 



M< 



i ß-1 3=1 



ein Periodensystem nur in dem Falle, wo mj,m 2 , ...w^ sämmtlich gleich 
Null sind. 

Nun werde gesetzt 

(B> i>*-±«? ) p! > , G:i;::;ü) 

so lässt sich, wenn m v m 2 ,... m r beliebige reelle Grössen sind, der 
Ausdruck 

2j 7 "ß P a 

M 

stets auf die Form 



r r 



($> 



p-=i ß-i 

in der Art bringen, dass m' v m! £J ... w f r die eben angegebenen Bedin- 
gungen erfüllen und zugleich v 1? v 2 y r ganze Zahlen werden; was 

aus den zu befriedigenden Gleichungen 

(n , 
m r =v r m r I niyj 

(r-D cn 

m r _, •= v rl w* r ._, f v r r/? y _ 1 -t m r _ } , 

u. s. w. 

0> (2) (V) 

m x -^Vjiw, ! v 2 ?//j i •••-i-v | .w/ 1 -| m l 
unmittelbar ersichtlich ist. Wenn aber 

2j /;/ ß ' i » 2j '"ß ' -» 2j "'ß 7 w 

3=1 3=,i 3=1 
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ein Periodensystem ist, so ist auch 

V« ' P (ß) V 'P (ß; 

2j w ß p i > 2j w/ ß p 2 > 

ß=i ß=i 



2 w ß P n 

ß=i 



(ß/ 



ein solches, und es müssen daher m' v m' 2 , ...m' r sämmtlich gleich Null 
sein. Man hat also 

ß=i ß=l 

und die Gleichungen (A) wandeln sich um in die folgenden: 



(C) 



p i 2j v ß p iß- 
ß=i 

r 
P — V V P 

ß=l 



P..= 



n 



2 V ß P nß« 
ß=i 



Die durch die Gleichungen (B) definirten Periodensysteme 

' 11» 2P **'• nv ' v 12» 22'" «2'' ••• ' ir> 2r> •" ntv 



sind demnach so beschaffen, dass sich aus ihnen alle übrigen 
auf die oben — unter (3) — angegebene Weise ableiten lassen. 
In den Gleichungen (C) nehme man nun, unter y eine der Zahlen 
1, 2, ...r verstehend, 



P=P ™ P=P ™ 

1 1 > 2 2 > ' 



p = p m 

• • n n » 



und bezeichne die Werthe, die dann v 17 v 2 , ...v r haben, mit 



/ V V 



yr » 



so dass man 



.<Y> 



r 



C--Sv Tp P Bß 

ß=l 



(a = 1 , . . . n\ 
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hat. Dann ist die Determinante 



V V 



t v 



notk wendig von Null verschieden, weil sich sonst die 2n Gleichungen 



ElV«a~ > SvLß Ä ° 



ß=i 



ß=i 



ß'aß 



(a = l, ... n) 



durch reelle Werthe der Grössen [ig, ohne dass diese sämmtlich gleich 
Null zu sein brauchten, würden befriedigen lassen.' Man kann daher, 
wenn v p v 2 , ...v r beliebige ganze Zahlen sind, r rationale Zahlen 
tn v ...m r so bestimmen, dass die r Gleichungen 






(ß = l,...r) 



bestehen. Dann ist gemäss den Gleichungen (C) 



r r (f) r (ß) 

Pa- 2 v p P aß = 2 » Y p, = 2 w ß p « 

ß=i Y=l ß=l 



(a = 1, . . . n) 



Da es nun, wie vorhin bemerkt worden, für jedes Periodensystem 
(Pj,P 2 , ... P n ) nur ein System reeller Grössen m v m 2 , . . . m r giebt, für 
das die Gleichungen (A) gelten, so ist bewiesen , dass diese Grössen, wie 
man auch die r Periodensysteme 



iß; fß) (ß) 

(P P P ) 



(P = 1,...*) 



den unter (4) angegebenen Bestimmungen entsprechend annehmen möge, 
stets rationale Zahlen sind. 

6) Zu dem vorstehenden Satze ist noch Folgendes zu bemerken. 

Angenommen, es seien für eine periodische Function von n Ver- 
änderlichen die Zahl r und die Grössen P a so bestimmt, wie unter (4) 
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angegeben wurde. Setzt man dann, unter m v m 2 ,...m r reelle Grössen 
verstehend, wie oben 



r r 






so bat der Ausdruck 

stets einen positiven Werth, wenn die Grössen m nicht sämmtlich gleich 
Null sind. Es ist deshalb, wenn y eine willkürlich angenommene positive 

r 

Grösse bezeichnet, P>g 7 sobald der Werth von 2 * w p e * ne bestimmte 

Grenze überschreitet, und es giebt daher unter denjenigen Werthsystemen 
{m v m 2 , ... m r ), in denen jede einzelne Grösse eine ganze Zahl ist, nur 
eine endliche Anzahl solcher, für welche die absoluten Beträge von 
P V P 2 , '" P n sämmtlich kleiner als y sind. Daraus folgt, dass die 
Gleichungen (A), wenn in denselben den Grössen m v m 2 , ... m n bloss ganz- 
zahlige Werthe gegeben werden, sämmtliche Periodensysteme der Function 
nur in dem Fallenließen] können, wo die oben (im Anfange dieser Nr.) 
in Betreff der Beschaffenheit der Function gemachten Voraussetzung zutrifft. 

Diese Voraussetzung ist aber gleichbedeutend mit der Annahme, dass 
die Function kein System unendlich kleiner Perioden besitze. 

Man setze 

OL l'OL ' 'l'H-i-QLI v • ' 

wo p„ und p , ^ reelle Grössen bedeuten, und nehme an, es lasse sich eine 
positive Grösse k so bestimmen, dass in jedem Periodensystem wenigstens 
eine der Grössen }> v ihy, ••• /% ^ eln *^ )S °lwten Betrage nach grösser als h ist. 
Wenn man dann 2// ganze Zahlen 

V V V 

willkürlich annimmt, so kann es höchstens ein Periodensystem geben, in 
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welchem die Grössen j> p jp 2 , . . . p m den Bedingungen 

v x & ^p x < \k-\-k (*-+• l, ... 2n) 

genügen. Denn angenommen, es sei 

ein solches, und (q v q 2 , ...0 2 n) e " 1 beliebiges System von 2 n Grössen, 
welche ebenfalls die Bedingungen 

V' ^ ^x ^ V v * "* ^ (X = l, ... 2m) 

erfüllen, so ist, wenn man 

setzt, A* dem absoluten Betrage nach kleiner als k, und deshalb 

(k 1 -\-ik n ^ l , K-\-ik n _^ 2J ... k n \ ik 2n ) 

kein Periodensystem, woraus folgt, dass auch 

G/fl *'7 l4 +i> l^i'Jn+v ••• ViS ''/„.i-i) 

kein solches ist. 

Nun sei </ eine willkürlich angenommene positive Grösse, so giebt 
es nur eine endliche Anzahl solcher Zahlsysteme (v 1? v 2 , ... v 2n ), für welche 

Vj&, v 2 fc, ... v 2n 7v- 

sämmtlich zwischen den Grenzen g, — g liegen ; es existirt also auch nur 
eine endliche Anzahl von Periodensystemen, für welche jede der Grössen p y 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner als g ist. 



Ich will jetzt annehmen, die betrachtete periodische Function 
f(n x , n 2 , ...w w ) sei eine eindeutige analytische Function, und zunächst 
nachweisen, dass dieselbe ein System unendlich kleiner Perioden 
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nur in dem Falle besitzt, wo sie sich als Function von weniger 
als n Argumenten, die ganze lineare Functionen von u v n 2 ,...u n 
sind, darstellen lässt. 

Es seien v v v 2 , . . . v m ganze lineare Functionen von u v ti 2i . . . u n9 und 
m<cn, so können n Grössen P V P 2 , ... P n so bestimmt werden, dass 
v v v 2 , ... v m sich nicht ändern, wenn man u x fP p u 2 -t-P 2 , ... w M -fP w 
für n v u 2 , ... ti n setzt. Im Falle, dass sich /als Function von v v v 2 , ... v m 
ausdrücken lässt, ist also 

/'(?V f P v n 2 + P 2 , . . . u n -\ P n ) — f(n v n ä , . . . n n ) . 

Man kann aber (n — m) der Grössen P beliebig annehmen . und giebt 
man diesen unendlich kleine Werthe, so werden die übrigen ebenfalls 
unendlich klein. Es besitzt also f(u v u 2 , ...u n ) Systeme unendlich kleiner 
Perioden. 

Bezeichnet man f, als Function von v v v 2 ,...v m betrachtet, mit 
f, so hat man 

df Ä df dv f 

-- - = >, • -; (a = l...n) 

es bestehen also zwischen den partiellen Ableitungen von f, von denen 
jetzt die ate mit f(u v u.„ ... u n ) bezeichnet werden möge, (n — m) 
Gleichungen von der Form 

n 
a -i 

wo c l , c 2 , ... c n Constanten bezeichnen , welche nicht sämmtlich gleich 
Null sind. 

Dagegen findet bekanntlich, wenn die Function f nicht die besondere 
Eigenschaft besitzt, sich auf die angegebene Weise in eine Function von 
weniger als n Argumenten verwandeln zu lassen, unter ihren Ab- 
leitungen keine solche Relation statt, und es ist daher möglich, n nicht 
singulare*) Werthsysteme der Grössen u v n 2 ,...u n 

(t/j , M 2 , . . . 1i n ) , (tt, , H 2 , . . . U n ) , (U\ , H 2 <...U n ) 

*) Es ist (u[ U}, ...n,',) ein nicht singuläres Argumentensystem, wenn sich 
f(u v m 2 , ... n n ) unter der Bedingung, dass die absoluten Beträge von t#i— «j, 
i* s — ?fj, . . . w- fl — u' n gewisse Grenzen nicht tibersteigen, nach ganzen positiven Potenzen 
dieser Differenzen in eine convergirende Reihe entwickeln lässt. 
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so anzunehmen, dass die Determinante 



f(u' v u!„ .../^) i? ... f(n' v u! z , -•"n\ 

A % 11 11 11. /', 11 11 ff» 

/v ,(") [H) in\ L'j in) (n) <n>. 

f(u . it., , ... </ ) , ... /(//- . n., , ... w ) 



einen von Null verschiedenen Werth hat. 

Man kann dann ferner, unter h iy h 2 , ... h n veränderliche Grössen 
verstehend, deren absolute Beträge eine Grenze h nicht übersteigen sollen, 
die letztere so klein annehmen, dass (für a = l, ...n) 



.1 






und zugleich die Determinante der als lineare Functionen von 7^, ft 2 , . .. h n 
betrachteten Ausdrücke auf der rechten Seite dieser n Gleichungen , welche 
für unendlich kleine Werthe von h v h 2 , . . . h n unendlich wenig von der 
vorstehenden verschieden ist, ebenfalls nicht gleich Null ist. Dann sind 
die Differenzen auf der linken Seite der Gleichungen nur in dem Falle 
sämmtlich gleich Null, wenn sämmtliche Grössen h v h 2 , ... h n es sind. 
Hiernach ist es unmöglich, dass in einem Periodensystem der Function f 
jede einzelne Periode ihrem absoluten Betrage nach kleiner als h sei; mit 
anderen Worten, die Function besitzt kein System unendlich kleiner 
Perioden. 

Es gilt also der Satz: 

„Eine eindeutige analytische Function von n Veränderlichen 
sei periodisch, ohne als Function einer geringeren Anzahl von 
Argumenten, die ganze lineare Functionen der ursprünglichen 
sind, darstellbar zu sein, und r sei für sie die oben für eine be- 
liebige periodische Function definirte Zahl , welche also einen der 
Werthe 1,2, ... 2-n hat. Dann lassen sich stets r Perioden- 
systeme der Function 



^ l V 2V * ■;*!'» ' ' * ^ lr' 2r> • " * nr) 
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so auswählen, dass durch die Gleichungen 

r 
P a=2 v ß P aß> (a-l,...n) 

M 

in denen v 1? v p ...v n beliebig anzunehmende ganze Zahlen 
bezeichnen, sämmtliche Periodensysteme der Function geliefert 
werden." 
Hierzu ist noch zu bemerken, dass es unmöglich ist, aus irgend 
welchen (r — 1) Periodensystemen alle übrigen abzuleiten; was aus der 
gegebenen Definition der Zahl r unmittelbar hervorgeht. 
Dagegen lassen sich die r Systeme 

C^iß* P 2ß? ••• Pnp 

durch unendlich viele Complexe von r anderen ersetzen. * 
Nimmt man nämlich an 

r\-\ 

wo die Vß T ganze Zalilen bezeichnen, und es sollen sich ans den r Perioden- 
systemen 

{J\ ß * /^ß- • • • ' " ^ (ß ^ l, . . . r) 

alle übrigen ableiten lassen, so mnss man haben 

r _ 

P -= Vv' P /a=l,...nx 

^a Y ZJ ß Y 'ccß' (, ß=1 r ) 

p=i 

wo die v' ebenfalls ganze Zahlen bedeuten, und somit 

r r 
ß=i 5=1 

Es sind aber die Grössen P aT wie aus der gegebenen Definition der- 
selben hervorgeht, so beschaffen, dass es unmöglich ist, die n Gleichungen 

r 
EMW^ (a=l,...n) 
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durch reelle Werthe von ji p ji 2 , ... jx r , wenn diese nicht sämmtlich gleich 
Null sind, zu befriedigen. Folglich muss 



V v' v =1 1? Wenn T = 5 ' 
Zj ß r ßö 



ß=i 



0, wenn y^8, 



sein. Daraus ergiebt sich 



V V 



V V 

Vi ' • • ' rr 



y n> • • • v ir 



v' v f 

**i . * * * t*t* 



= 1, 



und es müssen daher die Zahlen Vß r so gewählt werden, dass die Deter- 
minante 



v v 



\r 



*ri > • • • ^rr 



= ± 1 



ist. Umgekehrt erhält man, wenn diese Bedingung erfüllt ist, die Grössen 
P a durch die P . so ausgedrückt, dass die v' ganze Zahlen sind, und 

kann daher sämmtliche Periodensysteme (P x , P 2 , . . . P^ auch aus den 
r Systemen 



\"\v*2V ••• "nvi 



rir» ■*2r» • • ' ntv 



ableiten. 



3. 

Der im Vorstehenden bewiesene Satz gilt, wie ich jetzt zeigen will, 
auch in dem Falle, wo f(u v u 2J ... u n ) eine m-deutige analytische Function 
ist. 

Bezeichnet man die m Werthe der Function, welche zu demselben 

Werthsystem (m x ,h 2 , ... n n ) gehören, mit f ,f , f , und versteht 

unter x eine unbestimmte Grösse, so ist das Product 



( *-A(*-A 






12 
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eine eindeutige analytische Function von u v u 2 , ... u n , und eine ganze 

rationale Function von x\ es können also f , f , f definirt werden 

als die Wurzeln einer Gleichung wten Grades 

X m +f 1 (tl v u 2 , ... U n ) X m ~~ l + -r /^(Mpttjj, ... t£fc) = , 



deren Coefficienten eindeutige Functionen von n v u 2 , ... u n sind. 

Diese Functionen von n Veränderlichen können nun so beschaffen 
sein, dass sie sich alle als Functionen einer geringeren Anzahl von Argu- 
menten (v v v 2 , ... vi), welche ganze lineare Functionen von u v u 2 , ...u n sind, 
darstellen lassen. In diesem Falle kann man n Constanten c v c 2 , . . . c tl , 
die nicht sämmtlich gleich Null sind , so bestimmen , dass die Gleichungen 



befriedigt werden, und daher v v v 2 , ... v^ sich nicht ändern, wenn man, 
unter t eine unbestimmte Grösse verstehend, 

MjH-t'jf, U 2 -\-C 2 t, ... U n -\-C n t für ttj,M 2 , ... u n 

setzt. Es bestehen also die m Gleichungen 

(A) /JxO*^-^, u 2 -j t\/, . . . w w 4 c M = /^(Uj, n ä , . . . u M ), 

(|i = 1, . . . m) 

und es sind demzufolge die m Werthe von fiu^cj, u 2 +c 2 t, ... tf H -fc n f) 
identisch mit den m Werthen von f(u x , u 2 , . . . u n ). 

Die Function f besitzt also, wenn f XJ f m die angegebene Be- 
schaffenheit haben, ein Periodensystem (cj, c 2 t, c n t), in welchem, 

wenn man t unendlich klein annimmt, jede einzelne Periode einen un- 
endlich kleinen Werth hat. 

Aus den Gleichungen (A) ergeben sich die nachstehenden: 



(B) 2 r «- £/ ' |l( ' t "'-" : ' W "-=O l fo-l,...«0 

a--i '0*1% 
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welche also eine noth wendige Folge der in Betreff der Functionen f v f m 

gemachten Annahme sind. 

Umgekehrt haben diese Functionen die in Rede stehende Beschaffen- 
heit, wenn für irgend ein System constanter Grössen c v c 2 , ... c n , die 
nicht sämmtlich gleich Null sind, die Gleichungen (B) bestehen. Denn 
dann ist 

_ - u , 

et 

also /^(Wj-fCj/, u 2 +c. 2 t. ... H H ~+-c n t) von t unabhängig, und es gelten somit 
die Gleichungen (A). Setzt man aber in den letzteren 



< = -— , 
wo X so zu wählen ist, dass c x nicht den Werth Null hat, so ergiebt sich 

/liO'-u n 2i • • • %) = /Ji( f; P v v ' ' ' r ») > ([i = 1, . . . m) 

WO 

r a =u a -—n x , v x = 0. 
c x 

Nun ist aber, damit f(u v u 2J ...u n ) als Function von (n— 1) linear durch 
?f 1? n 2 , ... u n ausdrückbaren Argumenten betrachtet werden könne, noth- 

wendig und hinreichend, dass sich f l (u v u 2 ,...u r d, /m( M i aU 2'--* M n) 

sämmtlich als Functionen derselben (n — 1) Grössen darstellen lassen. Wenn 
also, wie in dem zu beweisenden Satze angenommen w r ird, f(u v u 2 ,...n t ^ 
die angegebene besondere Beschaffenheit nicht besitzt, so ist es unmöglich, 
dass für irgend ein System constanter Grössen (c v c 2J ... c n ) wofern nicht 
jede von ihnen den Werth Null hat, die m Functionen 



n 



2 r *^K-'^--- ?/ M) a 



a=i 



wo /"^(tfp ... u n ) die erste Ableitung von /j A (^ r % ... n n ) nach ?f a bedeutet, 

alle identisch gleich Null sind. Daraus lässt sich folgern, dass man n 

12* 
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nicht singulare Werthsysteme 



W) 



(n), 



und n ganze Zahlen M-j, |^ 2 , ... |x n , von denen jede einen der Werthe 1, 2, ... m 
hat, so auswählen kann, dass die Determinante 



D = 



w) 



(«), 






rn) 



<nK 






einen von Null verschiedenen Werth erhält. 

Man bezeichne, unter s eine der Zahlen 1,2, ...n verstehend, mit 
D 8 die Determinante 



'ji/ w i> ••• u n\> '[i^'v " mU n\ 



so dass 






.(*) 



A = ^n/ M i» — M i\ 



und D n -=D ist. Dann hat man, wenn s>l, 



<*>■ 






(«) 



<*> 



(8) 



(8h 



w <> J5«_i> -D»-i> ••• nu r von den (* — 1) ersten Werthsystemen (uj 00 , . . . u£ a) ) 
abhängen. Sind nun diese und die Zahlen jx,, ... t^_ 1 so gewählt, dass 
D 8l nicht gleich Nidl ist, so ist 

nicht für jeden Werth von [i identisch gleich Null ; man kann also \i s und 



(8) 



<8h 



oc- >o 
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so annehmen, dass auch D 8 nicht gleich Null ist. Da nun nicht alle 
Functionen 



gleich Null sind, so kann man zunächst 



sodann 



u. s. w. bis zuletzt 



H, und u' v u 2 ,...u' n , 



(i 2 und v"jn!! 7 ...?<,", 



.. ««/l .Jw) „(W) „(W) 

p n und ?/ j , u 2 , . . . n w 



so wählen, dass D p Z> 2 , ... Z> n sämmtlich von Null verschiedene Werthe 
erhalten. 

Man kann dann ferner eine Grenze h so fixiren , dass für alle Werth- 
systeme 

v'p "'2' ' ' * "tu 1 

in denen jede einzelne Grösse dem absoluten Betrage nach kleiner als 
h ist, 



3 = 1 :/ P 



n 

(s = l, ...m) 



und zugleich die Determinante der als lineare Functionen von h x , . . . h n 
betrachteten Ausdrücke auf der rechten Seite dieser Gleichungen , welche 
bei einem unendlich kleinen Werthe von h sich unendlich wenig von D 
unterscheidet, ebenfalls nicht gleich Null ist. Dann sind die Differenzen 
auf der linken Seite der Gleichungen nur in dem Falle sämmtlich gleich 
Null, wenn sämmtliche Grössen A, , ... h n es sind. Es ist also unmög- 
lich, dass in einem gemeinschaftlichen Periodensysteme der Functionen 

fi( u v M 2> • • • u n)i fm( H v tf 2» • • • M n) J e( * e e i nze l ne Periode dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als h sei. Da nun die m Werthe von 

f(j*i+h v u 2 +ä 2 , ... w n -t-/* w ) nur in dem Falle, wo (Ji v h 2 , ... h n ) ein gemein- 
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schaftliches Periodensystem der Functionen f v f m ist, mit den 

m Werthen von f{u 1 , ?/ 2 , . . . u 7l ) identisch sind, so folgt, dass die Func- 
tion f(n v ...u n ) 1 woferir sie nicht die besprochene besondere 
Beschaffenheit hat, kein System unendlich kleiner Perioden 
besitzt, und demnach der in (2) für eine eindeutige Function 
aufgestellte Satz bestehen bleibt, wenn das Wort „eindeutig" 
in „tw-deutig" umgeändert wird. 



Anm. 1. Unter welchen Bedingungen der vorstehende Satz für eine analytische Function 
A f *n w n ••• M w) aucü m dem Falle gültig bleibe, wo sie so beschaffen ist, dass 
zu jedem Werthsysteine der Veränderlichen «|,m,, ... « M unendlich viele 
Werthe von f(u l , w 2 , ... u M ) gehören, ist noch nicht ermittelt worden. Dass 
es aber Functionen dieser Art giebt, für welche der Satz nicht gilt, ist 
bekannt. Herr Casorati hat bereits vor Jahren gezeigt, wie sich analy- 
tische Functionen eines Arguments, deren Perioden sich nicht aus zwei 
derselben ableiten lassen , in sehr einfacher Weise definiren lassen. (Compt. 
rend. 21. dec. 1863 et 25. janv. 1864). 

Anm. 2. Das in § 1 begründete Theorem gilt, wie schon oben bemerkt worden ist, 
für eine beliebige (analytische oder nicht analytische) Function /*(«,,«,, ... m m ). 
Es findet also auch Anwendung, wenn diese Function nur für reelle Werthe 
der Veränderlichen w,,t# a , ... u H definirt ist und somit auch nur Systeme 
reeller Perioden in Betracht kommen, in welchem Falle dann die Zahl r 
der gegebenen Definition nach nicht grösser als n sein kann. Dagegen ist 
der Satz, dass eine Function von w Variabein nur dann Systeme unendlich 
kleiner Perioden haben kann, wenn sie sich als Function von weniger als 
n Argumenten, die ganze lineare Functionen der ursprünglichen sind, dar- 
stellen lässt, von mir nur für ein- oder m deutige analytische Functionen 
bewiesen worden. Auf eine nicht analytische eindeutige und stetige Function 
reeller Argumente findet jedoch der gegebene Beweis auch noch Anwendung, 
wenn die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Function existiren und 
ebenfalls stetige Functionen sind. Dass der in Bede stehende Satz aber richtig 
ist und sich beweisen lässt, wenn für eine Function reeller Veränderlichen 
nur feststeht, dass sie eindeutig und stetig sei, hat neuerdings Herr Kro- 
ne ek er nachgewiesen. (Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 20. No- 
vember 1884.) 



n/iy\/\/^v~ 



Über die Theorie der analytischen 

Facultäten. 

(Aus Crelle's Journal für die reine und angewandte Mathematik, 

B. 51, S. 1—60.) 



Über die Theorie der analytischen Pacultäten. 

(Ans Cr eile's Journal für die reine und angewandte Mathematik, B. 51, S. 1— 60). 



Einleitung. 

.Bezeichnet man , unter u und x unbeschränkt veränderliche Grössen , unter y 
aber zunächst eine positive ganze Zahl verstehend, die durch das Product 



n 

v=o 



J~[(w-f vx) 



dargestellte Function von u, x, y durch f(n, x, y), so gelten die nach- 
stehenden, zum Theil schon von Vandermonde*) und vollständig zuerst 
von Kramp**) aufgestellten Gleichungen, in denen y' auch eine positive 
ganze Zahl, k hingegen eine willkürlich anzunehmende Grösse bedeutet: 

(a) f(u, x, y -f y ') = f(u, x, y) f(u + yx,x,\f), 

(b) f(n,x, 1) =w, 

(c) f(Jcu, kx, y) = k y f(n, x, y), 

(d) f(ii, x, y) = f{n +yx-x 7 -x,y) 7 

(e) f(n, 0, y) = u y . 

Die in den drei ersten dieser Gleichungen ausgesprochenen Eigen- 
schaften der betrachteten Function sind den durch die Gleichungen 

y-t-y' y y' 

u =u 

(ku) =h u , 



*) Siehe die Abhandlung: Memoire sur les irrationelles des difif. ordres. (Me"m. Par. 

ff 
1772.) Vandermonde betrachtet nur die Function f(n, — 1, y) — von ihm durch [u] 

bezeichnet — auf die er f(u, x } y) reducirt; es finden sich daher bei ihm die Gleichungen 

(c), (d) nicht ausdrücklich angegeben. 

**) In einem Abschnitt der Schrift: Analyse des refractions astronomiques et ter- 

restres, 1798. 
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ausgedrückten Eigenschaften der Potenz u ;/ , in welche /*(?/, x, y) für 
x - übergeht, so analog, dass die genannten Mathematiker sich be- 
rechtigt hielten, die Existenz einer analytischen Function f(u.x,y) an- 
zunehmen, welche für jeden positiven ganzzahligen Werth von y durch 
das obige Product dargestellt werde, aber ebenso wie die Function u 
für beliebige Werthe von y eine Bedeutung habe und den Gleichungen 
(a) bis (e) genüge. Für diese hypothetische Function schlug Kramp die 
Benennung „Facultät" und die Bezeichnung 

vor; u nannte er die Basis, x die Differenz und y den Exponenten der 
Facultät. Der von ihm unternommene Versuch jedoch, eine Theorie dieser 
Function aus den vorausgesetzten Eigenschaften derselben abzuleiten, 
ist längst als ein gänzlich verfehlter erkannt. Eine Function, wie sie 
sich Kramp unter u vorstellte, giebt es gar nicht; denn die 
Gleichungen (a) bis (e) sind nicht mit einander vereinbar, wenn // keine 
ganze Zahl ist. Ausserdem hat Kramp bei seinen Deductionen den 
Fehler begangen, dass er aus der Gleichung (e) schloss, es sei 

Lim. n = a , 
x=o 

in welcher Weise auch x sich der Grenze Null nähern möge — eine 
Annahme, die sich als unzulässig herausstellt, wie ich im Folgenden (§ 2) 
zeigen werde. 

Ungeachtet der Unhaltbarkeit der Kramp'schen Facultäten-Theorie 
wurde indessen der Grundgedanke derselben, angemessen moditicirt, von 
anderen Mathematikern als Ausgangspunkt für neue Untersuchungen 
aufgenommen. 

Bessel*) suchte die Widersprüche, in welche Kramp sich ver- 
wickelt hatte, dadurch zu vermeiden, dass er zur Definition der Facultät 

i 

n JX von den obigen Gleichungen (a) bis (e) nur die erste, zweite und vierte 
benutzte: 

/ y+y' x yx, , \V'> 

l \r -= ?r (u -r yxY , 
(g) tr — (a 4 yx — x) , 

*) Königsberger Archiv für Naturwissenschaft und Mathematik, Jahrg. 1812, St. 3 
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ausserdem aber, seine Untersuchung auf reelle Werthe der Veränderlichen 
u,x,y beschränkend, festsetzte, es solle 

y x 
(h) Lim. — --=1 

sein, mit der auch im Folgenden festzuhaltenden Bedingung, dass der 
Potenz u , wenn u positiv ist, ihr reeller Werth beigelegt werde. 
Diesen Bestimmungen gemäss ergab sich ihm: 



(k) tr x -Um. 



W=c 



(nx) I I ( ) , wenn x positiv, 

/lx ;/'.r T . \ , v -A- (u -V yx — vaA ) . . 

(1) u -* Lim. (--- nx) I I I -— I , wenn x negativ ist. 

Durch diese Formeln wird nun in der That für alle reellen Werth- 

sy steine der Grössen n, x, y (mit Ausnahme derer, in welchen x = ist) 

y\x 
eine Function u ' definirt, welche die in den Gleichungen (f), (g) ausge- 
sprochenen Eigenschaften besitzt und zugleich, worauf Bessel Gewicht 
legte, stete einen reellen Werth hat. 

Gegen diese Bessel'sche Definition der Facultät ist aber Folgendes 
einzuwenden. Die Ausdrücke auf der Rechten der Gleichungen (k), (1) sind 
beide — unter der Bedingung, dass vom Gebiete der Veränderlichen x 
der Werth x-=-Q ausgeschlossen werde — analytische, für beliebige (com- 
plexe sowohl als reelle) Werthe der Veränderlichen w, ar, y definirte Func- 

v\x 

tionen. In der Bestimmung, dass u für positive Werthe von x durch den 
ersten Ausdruck — zu welchem man mit Nothwendigkeit gelangt, wenn 
man von den Gleichungen (f), (h) ausgeht — für negative Werthe von x 
aber durch den zweiten Ausdruck, der eine ganz andere Function ist als 
jener, dargestellt werden solle, liegt also eine Willkürlichkeit, die ebenso 
wenig zu rechtfertigen ist, wie wenn man z. B. loga: für positive Werthe 
von x auf die gewöhnliche Weise definiren, für negative aber loga: = log(— x) 
annehmet wollte.*) Auch wüsste ich nicht, nach welchem Princip man 
verfahren sollte, um die Bessel'sche Definition von u- auf complexe 



*) Mit Anwendung der in der Abhandlung „Zur Functionenlehre u eingeführten 

t/\x 

Terminologie würde ich mich jetzt so ausdrücken: Die von Bessel definirte Facultät u 
ist keine monogene Function ihrer Argumente; die beiden Ausdrücke, von denen der 
eine sie für positive, der andere für negative Werthe von er darstellen soll, sind Zweige 
zweier verschiedenen analytischen Functionen. (Spätere Anmerkung.) 
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Werthe von x auszudehnen. Ein Übelstand ist es ferner, dass die obige 
Gleichung (c) für Bessel's Facultät nur gilt, wenn k eine positive Grösse 
ist, während doch die Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung auch 
für negative Werthe von k bestimmte Werthe haben. 

Abweichend von B es sei hat Cr eile*) von den obigen Gleichungen 
(a) bis (e) die drei ersten als die Grundgleichungen hingestellt, aus denen 
sich die ganze Theorie der analytischen Facult&ten ableiten lasse. Dies 
ist aber keineswegs der Fall ; denn die genannten Gleichungen sind zwar, 
wie im Folgenden (§ 1) nachgewiesen wird, mit einander vereinbar, 
reichen aber zur Bestimmung der Function f(u y x,y) gar nicht 
aus. 

Es sei nämlich f t (uj x, y) irgend eine bestimmte, den in Rede stehen- 
den Gleichungen genügende Function, so werden die Gleichungen (a), (c) 
auch befriedigt, wenn man, unter <p (u) eine willkürlich anzunehmende 
Function von u verstehend, 

f(u, x, y) = f x {n, x, y) 

o 

setzt. Damit nun f(u,x,y) auch der Gleichung (b) genüge, braucht die 
Function <p(w) nur so angenommen werden, dass 



*(£ +i )=*0 



oder für jeden Werth von u 

<p(t«4-l) = <p(w) 

ist; man kann also z. B. für <p(n) eine willkürliche Function von 
cos(2w7i) und sin(2?<7i) nehmen. 

Es giebt hiernach unendlich viele Functionen f(u,x y y), 
welche den Gleichungen (a), (b), (c) genügen. 

Wenn also Cr eile aus diesen Gleichungen allein völlig bestimmte 
Darstellungen einer denselben genügenden Function f(u. x, y) abgeleitet 
hat, so sind dabei noth wendig Fehler von ihm begangen worden, die er 
nicht wahrgenommen hat. Die Quelle dieser Fehler findet sich in § 8 
der Abhandlung angegeben. 



*) Theorie der analytischen Facnltäten, 1824. 
Memoire snr la theorie des puissances, des fonctions angulaires et des facultas 
analy tiques , 1831. (Ursprünglich im 7. Bande des Cr eile 'sehen Journals erschienen.) 
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Von den späteren Bearbeitungen der Facult&tenlehre führe ich noch 
die von Ohm*) und Öttinger**) herrührenden an. 

v\x 

. Ohm definirt die Facultät u ' , auf reelle Werthe der Grössen u, x, y 
sich beschränkend, zunächst für (positive und negative) ganzzahlige 
Werthe von y, und gelangt dann zu dem Ausdrucke 



u yx = Lim. 



1 ' =-i-oo, wenn x positiv, 



— n\x — i / 

(nx) r- für I 

L_ (u-k~yx) -J \n 



= — oo, wenn x negativ ist. 



t/ix 

Diese Definition von u stimmt vollkommen mit der Bessel'schen 
überein , so dass etwas Weiteres darüber zu bemerken unnöthig ist. 

Ottinger's Begründung der Facultäten-Theorie muss als eine ebenso 
verfehlte wie die Kramp'sche bezeichnet werden. Auch Öttinger hat 
es für überflüssig gehalten, genau zu definiren, was unter einer Facultät 
mit einem nicht ganzzahligen Exponenten zu verstehen sei, und kein 
Bedenken getragen, derselben alle diejenigen Eigenschaften beizulegen, 
die ihr zukommen, wenn der Exponent eine unbestimmte positive ganze 
Zahl ist. ßas Auffallendste aber ist Folgendes. Es lässt sich eine Reihe 
von der Form 

2 3 

" y (l + (y\ - 4- {y\ ^ 2 + (y) - 3 + • • •), 
1 u * u ö u 

wo (y)v (y)2i (y)v ••• ganze rationale Functionen von y sein sollen, wie 
schon Kramp ausgeführt hat, so bestimmen, dass dieselbe für jeden 
positiven ganzzahligen Werth von y gleich 

y-i 

Y[ 0« 4- v#) 

o 

ist. Öttinger hat nun diese Reihe für beliebige Werthe von y als 
Ausdruck der Facultät u y ^ x betrachtet und häufig Anwendung davon 
gemacht, ohne zu ahnen, dass diese Reihe, wenn y keine positive ganze 
Zahl ist, niemals convergirt (§ 7 der Abhandlung), also jedes mit ihrer 
Hülfe erhaltene Ergebniss noth wendig, wenn nicht unrichtig, doch jeden- 
falls unsicher ist. 



*) Crelle's Journal, B. 39. 
**) Ebend. B. 33, 35, 38, 44. 
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Aus den vorstehenden Bemerkungen erhellt zur Genüge, dass die 
Theorie der analytischen Facultäten, so vielfach dieselbe auch schon be- 
handelt worden ist, noch immer an wesentlichen Mängeln leidet. Diese 
darzulegen und zu beseitigen, ist der Zweck des vorliegenden Aufsatzes.*) 



1. 

Ich beginne mit der allgemeinsten Bestimmung derjenigen von drei 
Veränderlichen UjX.y abhängigen Function f(u y x,y), welche den von 
Crelle aufgestellten Gleichungen 

(1.) f(u, x, y-f-fr) = f(u, x. y) f{it-\ yx, x, k) 

y 

(2.) f{ku, kx, y) - k' f(n, x, y) 

(3.) f(n,x,l) =u 

Genüge leistet. 

Vertauscht man in der ersten Gleichung y und k mit einander, so 
erhält man 

f(u, x, y 4 k) = f(u, x, k) f(n + kx, x,y), • 
und wenn man hierin u — kx für u setzt, 

st \ f(u — 1cx,x, y-\ k) 

f(u, x,y)= — , v - -y JJ ?x ; ; 
/v ' ,y/ f(u-kx,x,k) ' 

woraus ferner, indem man u—kx = wx, also & = w setzt, 

' ■ ' x 

f(ux,x,—-}-y-w) 
f(u,x,y) --- 



f(tvx, Xj — — *r) 

*) Der Leser wolle bemerken, dass die vorliegende Abhandlung bereits im Jahre 
1854, und zwar anf den ausdrücklichen Wunsch Crelle 's i den ich meine Bedenken 
gegen seine Theorie der Facultäten mitgetheilt hatte, geschrieben ist, nachdem ich einen 
Theil ihres Inhalts schon im Jahre 1843 (als Beilage zum Jahresbericht des Progym- 
nasinms zu Deutsch-Crone) veröffentlicht hatte. Obwohl die Theorie der analytischen 
Facultäten in meinen Augen durchaus nicht die Wichtigkeit hat, die ihr in früherer 
Zeit viele Mathematiker beimassen, so habe ich doch die Abhandlung jetzt wieder ab- 
drucken lassen, weil sie manches enthält, das auch gegenwärtig noch, wie ich glaube, 
angehenden Mathematikern von Nutzen sein kann. Wesentliche Veränderungen habe ich 
nicht vorgenommen: nur die Einleitung ist neu bearbeitet worden, weil es mir zweckmässig 
erschien, anf den Inhalt der kritisirten, heutzutage nicht Jedermann mehr zugänglichen 
Schriften etwas ausführlicher als ich es früher für nöthig gehalten, einzugehen. 
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und sodann, mit Anwendung der zweiten Gleichung, 

(4.) fittjXjf/) = x J -- 

folgt. 

Legt man jetzt der willkürlichen Grösse w irgend einen bestimmten 
Werth bei, und setzt 

(5.) f{w,l,H-tv)~F(u), 

so erhält man: 

, *£ + ») 

(6.) f(",x,y) =x • - 



K x y 



Umgekehrt erhellet, dass jede Function f(x,u,y), die, bei ganz 
willkürlicher Annahme von -F(n), durch diese Formel bestimmt wird, 
den beiden ersten der obigen Gleichungen Genüge thut. Denn es ergiebt 
sich aus (6): 

F(-+y+k) 
f(u,Xjij -h Ä*) = ar 



K x' 

y K X J ' k V X ' 

rg'" . rg> . 



sowie ferner 



f(ku,kx, y) - (&a?) • --■ - ■= F /"(w, *, //) . 
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Damit nun auch die dritte Gleichung befriedigt werde, ist nöthig, dass 



f(u, x, 1) -^ x . = u oder 



X ' X x x 



sei; woraus, wenn man ax statt w setzt, die Relation 

(7.) F(u -i- 1) = u F(u) 

folgt. Man sieht sofort, dass eine Function, welche dieser Gleichung ge- 
ntigt, die Legendre'sche r(w) ist*), und dass man, um den allgemeinsten 
Ausdruck von F(u) zu haben, 

*•(«) = ?(«or(u) 

setzen muss; wo unter <p(u) eine periodische Function zu verstehen 
ist , welche unverändert bleibt , wenn u in u 4- 1 tibergeht. Ohne aber 
hinsichtlich der Theorie der T- Function irgend etwas vorauszusetzen, 
kann man folgendennassen fortfahren. 

Aus (7) folgt, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet: 

F{u-\-n) = u(tt-i-l)(ti4-2) (u-hn- l)F(u) , 

und hieraus , wenn n — 1 statt n , und 1 statt u gesetzt wird : 

F(n) = 1.2 (n - l) F(l) , also 



*X 



~ =-- H (1 4 r ?(■) (1 + V w) (1 -f ) • -pü— --^ 



Nun ergiebt sich aber aus den Sätzen über die Convergenz der un- 
endlichen Producte, die ich im Folgenden zusammenstellen werde, dass 
sich eine Function <\>(n) der positiven veränderlichen Zahl n, falls n 
ohne Ende wächst, einer bestimmten endlichen Grenze nähert, wenn der 



*) r(u) ist gleichbedeutend mit der G ausstachen Function H(w — 1). 
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Werth von n( . , \ — 1) für n = oo nicht unendlich gross wird. 

^y(n — l) ' 

Setzt man nun 

tt(1+M )( 1+ l)...( 1+ _^_) =tKn)) 

so ist 



^(n-l) n-i ' 

und man sieht, dass zwar nicht ty(ri), wohl aber n~ u ty(ri) für » = oo 
einen bestimmten endlichen Werth annimmt, weil für hinlänglich grosse 
Werthe von n 

n~~ u ty(ri) s u \/, l\ /., w \/* u u(ii — \) 



(n-ir*4>(n-l) 



- = (l -+- -) ( i — ) = (i + -) (l h , / ) 

l) v n y v n' v n' ^ n l.2.w 2 ' 



_ m(m -h l) 



l.2.n 2 



ist, für w = oo also 



2/ n M <Wn) 



( 11 = — — u(u 4- 1) . 



,(n-ir M +(n-l) 
Da nun ferner 

ist, so hat man: 



M _ M _ M 



u aJ _ . ft .i#. ... , n _ lN " U 



»-"t(n) = ,..(!) (!+£.($) (l + |)...(^)( 1+ -^), 



und es hat das unendliche Product 



a=-+-oo i ^ u 



•n (^t)c+t) 

a=l v ri ** 



einen endlichen, bestimmten Werth, welchen (reellen oder imaginären) 

Werth auch u haben möge. Ich möchte für dasselbe die Benennung 

„Factorielle von u" und die Bezeichnung Fc(u) vorschlagen, indem 

13 
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die Anwendung dieser Function in der Theorie der Facultäten dem Ge- 
brauch der T- Function deshalb vorzuziehen sein dürfte, weil sie für 
keinen Werth von u eine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet und 
überhaupt, gleich den einfachsten transcendenten Functionen e M , sinif, 
costt u. s. w. im Wesentlichen den Charakter einer rationalen ganzen 
Function besitzt, so dass sie z. B. auch nach ganzen positiven Potenzen 
von n in eine beständig convergirende Reihe entwickelt werden kann. 
Nun ist 



— CM 4-1)/ -\ / m + Ka u 4- 1\ •. w-f 1\ 
n (w + 1) (?( + 1) (1 4- — =— ) (1 4- —<—) ...(14- -) 



u n 
n 



•«0 + T)( 1+ ?-)-(^Ji3l) 



mithin, wenn man w=H-oo setzt: 



oder 



.ft (im- = i_ 
Fe (ii) n J 



(8.) Fe 00 =m.JV(m4 1). 

Verbindet man diese Gleichung mit der obigen (7), so erhält man 

Fe (w) . F(u) = Fe (h4-1) . i^(w4-l); 

d. h. es ist Fe 00 • ^(u) eine Function von u , die sich nicht ändert, 
wenn u 4- 1 statt u gesetzt wird. Bezeichnet man daher eine solche 
Function durch <p(w), so ergiebt sich 

F00=-I°° 



Fe (u) ' 

und es wird daher der allgemeinste Ausdruck einer Function 
f{",x,y), welche die Gleichungen (1),(2),(3) befriedigen soll, 
durch die Formel 

Fe Q 9 (£ 4- y) 
(9.) /*(«, x, y) =x V ^— 
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gegeben, wo 



a=+oo ( u 



(10.) Äw-H.n (^t>(i+5 

<x=i 1 * T1 " 

ist, und <p(w) eine beliebige Function von a bedeutet, für welche 
die Relation 

(11.) <pO + l) = <p(w) 

gilt. Wenn y eine ganze Zahl ist, so fällt <p aus dem Aus- 
drucke von f(u, x, y) weg. 



2. 

Nach dem Vorstehenden ist es zur vollständigen Definition von 
f(u, x, y) nothwendig, den obigen drei Grundgleichungen noch eine neue 
Bedingung hinzuzufügen, durch welche die Function 9(1«) bestimmt 
wird. Ehe ich aber dieselbe aufsuche, muss ich auf eine , allen Functionen, 
welche den Gleichungen (1), (2), (3) genügen, gemeinsame Eigentümlichkeit 
aufmerksam machen, aus deren Nichtbeachtung in mehreren der 
bisherigen Darstellungen der Facultätenlehre erhebliche Irr- 
thümer hervorgegangen sind. 

Man hat zur Bestimmung von f(u, x, y) unter anderen folgenden Weg 
eingeschlagen. Es ist (gemäss (1) , (2)) 

f(u, x, y+1) = f(u, x, y) f(u+yx,x, 1) = (u + yx) . f(u, x, y) 
f(u, x, y+ l)=f(u, x, l)f(n+ x, x, y) =u. f(u + x,x, y) 

und daher 

(12.) f(u, x, y) = ** ■ f(u+x, x, y) ; 

u-\-yx 

woraus man, indem man w-f x, n-\-2x, u-h3x, u. s. w. statt u setzt, weiter 

/1QW/ x u(tt-faj)(tt ±2x) ... (tH (n — l)x) * 

(13.) f(njX,y)= -, r-7- 1 r y± -. ' T -r • flu -f nx, x> y) 

folgert, wo n eine ganze positive Zahl bedeutet. Setzt man ferner in 
dieser Formel u—nx statt w, so erhält man 

,+ ä\it \ (u + yx — x)(u-\-yx — 2x)...(n~)-yx — nx) „ N 

(14) *">*>*>- \u-x){«U x )...(u-nl) « tt - ™> *> y) ■ 

13* 
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Nun ist aber 

_ . T . t -u 'HM - IM»* — 2>...l!# — II — 1| | 

(lo.i Fs(*u -Lim. /' - - - — *. 

n=vr. i 1.2... m -n i 

also, wenn unter w eine beliebig anzunehmende Grosse verstanden wird. 
(16.; ---»Lim..* * ' 1 — '-. 

woraus, wenn man w — x statt m. "— x statt ir. — x statt x setzt. 

Fr -l > r " 

(it.) ' — Lim. . /' 



*(-:; " 



' M — j M ?« — 2x) ...|i« — HX> t 



folgt. Hiernach geben die Gleichungen (13), (14). (16). (17), wenn man 
w — u — yx setzt. 

F,(") 
(ib.) f(n.x.if) - - "- • Lim. w y .f(«-nj,jr.y) 

and 

Fr (l - " - y) 
(19.) fiu.x. d) -= — - — — • Lim. w • /"(?< — wx, x,y)| . 

ft-(l-p w= °° ' 

Bis hierher sind nur die Gleichungen (1),(3) angewandt. Mit Hülfe 
der zweiten ergiebt sich ferner, da 

/*<// nx. x. in --= (ft - wxV v . f(l. , ij) 

J ■ f \ n—nx JJ 

/'<» — nx. x. in — (m — wx)' / . f(i , , V;. 

7 ' \ m — wx y/ 

und 

Lim. ( >/ y 0e - j?xY } ---= x y . Lim. (l -? ^ = x , 

,^.., ' ' w=oo v wx' 

Lim. ' n ^ (n — nx)' \ -- (— ./•)' . Lim. (l ^ = (— x) y 
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ist: 



Fe O 

(20.) f(n, x, y) = x V X — ■ Lim. f(\ , -^~ , y) , 

Fc('-+y) " = ~ U + nX 
und 

*V.(l_ü_y) 

(21.) f(n,z,y)-(-xj' -- Lim. f(\,- x — jy ). 

Setzt man x = , so können die Gleichungen (1) , (2) , (3) , die dann in 

f(u, 0, y + Je) = /•(», 0, y)f(u, 0, k) 

y 

f(ku,0,y)-=k' ./'(h,0,2/) 
Ah,0,1) = h 

übergehen, nicht anders befriedigt werden, als wenn man 

annimmt. Könnte man hieraus folgern, dass f(n,x,y), wenn x seinem 
numerischen Werthe nach beständig abnimmt, sich unbedingt der Grenze xi J 
nähern müsse, so würde die Gleichung (20) 

(22.) f(u,x,y) = x V X 



F « ( J + v) 



geben; was mit dem vorhin Bewiesenen, dass f(u,x,y) durch die 
Gleichungen (1),(2),(3) allein nicht bestimmt sei, im Widersprach steht. 
Aber noch mehr. Die Gleichung (21) wurde, unter derselben Voraussetzung, 

Fc (l_»_ y ) 
(23.) /Tu, x, y) = (- x) V X —— 

\ X' 

geben, und es müsste 



, .y ^ x J ' y K x' 

(— x) *= x 



» o - ;) * e + ») 
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Fc(± + y).Fc(l-±- y ) 

- — -— - (- 1) , 

sein; was ein offenbar falsches Resultat ist, wie schon daraus erhellt, 

dass für u = x der Ausdruck links die Form -- annimmt , sobald y eine 

ganze Zahl ist. 

Da die Gleichungen (20), (21) strenge Folgerungen aus den Gleichungen 
(1),(2),(3) sind, und dieselben wirklich befriedigt werden, wenn man für 
f(Uj x> y) irgend eine der durch die Formel (9) gegebenen Functionen 
annimmt: so kann der hervorgetretene Widerspruch nur in der Voraus- 
setzung seinen Grund haben, dass sich f(l,x,y), wenn der numerische 
Werth von x unendlich klein wird, unbedingt der Grenze 1 nähere. Diese 
Annahme ist also unstatthaft. 

Dies lässt sich aber auch direct folgendennassen nachweisen. 

Setzt man, unter iv eine positive reelle Grösse verstehend, in der 
Formel (9) xvx statt w, und wendet die Relation (2) an, so erhält man: 

K «• y n y . Fe {ie \ y) <p(tr) 

Setzt man aber —x statt x und darauf wx statt ?<•, so ergiebt sich: 

f (l _ J_ ,i) = (_ D y . __ l c t ?1 <?(_- t£±j£. . 

V ' w ' w 9 .Fe(-w+y) ?(-«•) 

In Folge der Formel (10) ist aber 



0=-KX> 2 



Fe (h). -Fe (- «) - ■ ■ » • «XI C 1 - V) =" ■ - « ■ - J.' 



u \ sin(«rc) 

a=l « 



, 



oder, weil Fe («■) — u. Fe («■ 4 1) ist: 

(25 } Fe f- tri - - _ä*<V n )_ . 

daher ist 



<p(-*e+y) 



(26.) tf 1, - - 1 -. y) - (- ^.Feß^-y)...^^} .l<r!£±l 
v "' y «•• fc(i-Hr) sin(tt-y)it 9(-tf) 
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oder, wenn man 

setzt, wo dann +(u), eben wie y(u), die Eigenschaft hat, dass 

<Kw-h 1) = <\>(u) 
ist: 

V w J tv y Fe (l + iv) *(w-y) 

Nun hat man ferner: 

(28.) Fe (m) = «(w-f l)(u-f-2) . . . (m + n - 1) . Fe (u -f- n) , 
Fe (1) = 1.2.3 .. . (w - 1) . 2^ (n) , 

wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet. Nach (10) ist Fe (1) = 1 , also 

Fc ( n ) . Fc (u \ = -u tf(tt + i).-.(tt + n-i ) . 
rci*(w + n) CW 1.2...(n-l) 

woraus, mit Berücksichtigung von (15) 
(29.) Lim. * ^ <"> 



folgt. 

Es sei nun n die grösste in t# enthaltene ganze Zahl, und w=n-f w 1 , 
so hat man: 

JFV(tr) / Fc(n) Fc (n) \ /w'+n\-" 



/ i^Jn) i<c ( n) \ / w -hn \ w 



w" Fc (tv + w) Vi M+M? ,Pc (w + w' + u) n Fc (w' + n) 



mithin nach (29) 



Fe (w) 



(30.) Lim. -,7--^- -- J = 1 . 

W=+oo ( u; 1 * Jt (w H- «•) 
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Eben so ist, weil 

tr" Fe (1 u) \ (1 - u) H . Fe (1 — ir - uy \ tc / 
(3U Lim. J — ^ < = 1 . 

•r=— 3c I tc Fe (1 — Wl * 

folglieh, gemäss (24). (30) und (27). (31): 

Lim. /(l. — .v) = l Lim. \ L — . v i. 
(32.) < 

I Lim. fil. . v ) = 1 Lim. \ . / v ?. 

Vir— «^ »r •/ •r=-^c!4'(«r-y)^ 

Es sind aber T -^ r ^- und , r tr v beides periodischeFunctionen 

7(*r) $ ir-y) 

von ir. und kennen als solche, wenn tr ohne Ende zunimmt, keiner be- 
stimmten Grenze sich nahem, wenn sie sich nicht etwa auf Constanten 
reduciren. S<»U dies für jed^n AYerth von y geschehen, so müssen ?(h) 
uud $Ut) selber \\»n «* unabhängig sein. Das ist aber, wefl 

ist . tür beide gleichzeitig nicht möglich. Mithin kennen sich die Functionen 

f\l.— -r.y> und f\l.— x.y). 

wenn jr unendlich klein wird, in keinem Falle beide einer bestimmten 
Grenze nähern. 



3. 

Aus d?m Vorhergehenden ist zugleich zu ersehen, dass man eine 
Bestimmung der Function, wie sie zur vollständigen Definition ron f(u. jr. y) 
noch nrthig ist. erhält, wenn man testsetzt, es solle sich f\l.x.y). oit- 
weder für einen positiven, oder ffir einen negativen Werth von x. 
wenn derselbe ohne En<Ie abnimmt, der Grenze 1^ nähern. Eine 
dieser Annahmen ist nothwendig. wenn die Analogie der Facultäten 
mit den Potenzen so viel ak möglich behauptet werden soIL 
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Bei der ersten Annahme muss sich y(u) auf eine Constante redu- 
ciren ; und wenn man die Function , in welche alsdann f(u ,x,y) übergeht, 
mit Cr eile durch (a,-\-x) y bezeichnet, so hat man: 



u 
Jbc { 

(33.) (u,+xY = x" 



Fe n 

y _ y ^x' 



Fc£ + y) 



Hiernach bedeutet (u 9 -{-xf eine Function von u,x,y, welche den 
Gleichungen 

y-+-k y k 

(n, -}-#)' -= (n,-h x) (u -h yx,-h x) 

(34.) . (ku,-hlcxf= k y (u,+ xf 

(tij + x) =u 

genügt, und zugleich die Eigenschaft hat, dass sich (1, -\-x) y der Grenze l y 
nähert, wenn x, stets positiv bleibend, ohne Ende abnimmt. 

Bei der zweiten Annahme muss i>Cii) — (— l) n — -— -~ eine Constante 

7 <p(— u) 

sein. Dann hat man: 
n,-x,y)^(-x) -=af- 

Diesen besondern Ausdruck für f(u,—x,y) will ich durch 

(n , - x) y 

bezeichnen; wobei wohl zu beachten ist, dass man in den Ausdrücken 
(u,-\-x) y , (u, — x) y die Zeichen (-+-) und (— ) vor x nicht als zu x ge- 
hörige Vorzeichen betrachten darf, so dass also (m, — x) y keineswegs die 
Function bedeutet, in welche (u, -f x) y übergeht, wenn x in — x verwandelt 
wird, welche vielmehr durch 

(w,-K-aO) y 

zu bezeichnen wäre. Es soll vielmehr, ganz in dem Sinne des Urhebers 
dieser Bezeichnungsweise, durch das (-+-) oder das (— ) vor dem x, nur 
angedeutet werden, dass x mit u in eine gewisse Verbindung trete, die 



:n IrrTU -riT.f^.i^rra Fil>. "V", / -Ji: Z3.22K Z<$£±7~ ZiÜ mii 

■ ■ 

" - S * 4 * «> rf • * . r / _ * 

■• 

>r. in Irr T:.a* \kI Irzc -vr: A^LTj-ir itt^ii Ailition. s»> wie bei 

F i - - 



v. 



nuA e>- jreiteri für i •*. — jr i ' »lie GniL'lzlrk'han'zen 






'• 



(?,*',. ) » ': " . — /." Jr - -^ '". ■"■»'. — ^ ■ 



i 



zu denen n'*h die Bestimmung tritt, das? ach 11. — x) y der Grenze l y 
nähert, wenn .r. stet* positiv bleibend, "hne Ende abnimmt. 

Hierdurch .sind nan zwei Arten von Facultäten auf völlig bestimmte 
Weise definirt. indem für beide analytische Ausdrücke gefunden sind, die 
für alle Werthe von h.j:. y ihre Gültigkeit behalten. Es scheint zweck- 
mäßig, beide Formen 

v y 

(tt. - j ) und in. — j.) 

beizubehalten, indem man. wenn die Diffeienz x positiv ist. vorzugsweise 
die eratere. im entgegengesetzten Falle aber lieber die andere anwendet. 
Sie hängen übrigens, wie aus (33 j. (35) ersichtlich, sehr einfach zusammen, 
indem 

y / \ y 

(37.) (uj- x) =• (u - (y — l)x,+ x) 

und 

y / \V 

(üh.) (u,\ x) -■ (u- (y - 1) x, - x) 
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ist. Man hat ferner 

y Fc (~~) 



*(-£ + ") 



Fe (\-\ y) sin (— } tc 

Fv (1 -i- 3 sin (£ - y) * 



ax x # 



also 



,. sin (— ") w 
(39.) («,+ (- *)) ~ (- l/ - (u, - xf ; 



woraus man sieht, dass (u, + (— xj) nur dann mit (n, — x) gleichbe- 
deutend ist. wenn i/ eine ganze Zahl ist. 

Anm. Wenn man die in der Einleitung angegebene, von Bessel 
und Ohm aufgestellte Formel für die von ihnen durch u y ^ x bezeichnete 
Function entwickelt, so erhält man 



u = {tt,~r xy , 
u — (m, — X) , 

wenn in beiden Fällen x positiv ist. Hiernach kann, wie schon be- 

y\x 

merkt, n nicht für alle Werthe von x durch einen einzigen analytischen 

y\x 

Ausdruck dargestellt werden — abgesehen davon, dass die Definition von u 
nur für reelle Werthe von x gegeben ist. Ferner ist es zwar dadurch, 
dass für positive und negative Werthe von x verschiedene Definitionen 
gegeben werden, erreicht, dass für positive Werthe von u allerdings die 
Gleichung 

y\x y 

Lim. n —n 
x=o 

besteht, sowohl wenn x positiv, als wenn # negativ ist; es gilt aber diese 
Gleichung nicht mehr für negative Werthe von n , also auch nicht allgemein. 



204 Über die Theorie der analytischen Facultäten. 



4. 

Die bisherigen Erörterungen haben nun zwar zu einer unzweideutigen 
Definition von 

(?/, -fa/ und (?«., — x) y 

geführt; es sind dazu aber vier Bestimmungen für jede dieser Functionen 
nöthig gewesen. Dies ist, wie schon aus den im Vorhergehenden ausge- 
führten Entwickelungen ohne Mühe nachgewiesen werden könnte, mehr, 
als nöthig. 

Ich werde dalier jetzt zeigen, wie man, ausgehend von einer ganz 
allgemeinen Definition von 

(w,-+- x) y und (n, — x) y 

die für jede dieser Functionen nur zwei Bestimmungen giebt, auf völlig 
systematischem Wege zu den Darstellungen derselben durch die Formeln 
(33), (35) gelangt; wodurch zugleich die Grundgleichungen (34), (36) ge- 
geben werden. 

So wie sich aus dem Begriffe eines Products von gleichen Factoren 
der allgemeine Begriff der Potenz entwickelt hat, so bildet für die 
Facultätenlehre die Betrachtung eines Products äquidifferenter Fac- 
toren den Ausgangspunkt. Nachdem nun, wenn y eine ganze positive 
Zahl bedeutet, das Product 

u(a - 1 x) (u -f- 2x) ...(u-h(y— l)x) 

durch (w,-f x) y bezeichnet worden ist, findet man, auch ohne dass die 
Eigenschaften eines solchen Products weiter untersucht werden, indem 

(u -+■ x. - 1 - x) = — • (n, 4- x) 

u 

ist, die Differenzen-Gleichung 



(40.) *(«, + */ iMu 



(n,4- x) y u 

wenn sich das Zeichen A auf u bezieht, und ku = x angenommen wird. 
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Gleich wie nun die Betrachtung der Differential-Gleichung 

df(u) _ y du 

zu der Potenz u mit willkürlichem Exponenten führt , so kann man sich 
die Bestimmung einer Function von u zur Aufgabe stellen, welche der 
Differenzen-Gleichung 

(41.) *m = y*u ■ 

f(u) u 

bei einem beliebigen "Werthe von y genügen soll. 

Aus der vorstehenden Gleichung folgt, wenn A« = x gesetzt wird: 

f{u + x)-f(u) = ^f(n), . 
ftu + x) = ü±0 f (u) , 

A«) = MX " M< . A» + *) ; 

tt-^r yx 
woraus, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, weiter 

f(w) = — ^ — r- • f(u 4- nx) , 

(u 4- y#) (n 4- «/x 4- x) . . . (u 4- (y 4- w — 1)0") 

oder 

(42.) /*(«) = — ( ' /, " fX) n -Am + wx) 

(m + yx,-h x) 

folgt. Wenn y eine ganze Zahl ist, so kann man, wie gezeigt, f(u)=(u,+x) y 
setzen. Dann hat man: 

<« + nz, + x) y - (« + «*)» .(l + — *-Vl + -^-V . . (l + &^) , 

\ tt4-nay\ u + nxj \ ti-\-nx/ 



also 



t,™ (M4-Mar,4-ar) y , 
Ijim. y — = 1 . 

n=»oo (u-\-nx) 
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Dieser Umstand fuhrt darauf, in der Gleichung (42) n = oo zu setzen 
und sie so zu schreiben: 

, ao . ... T . L , Jf (u.--x) n \ T . fXti-t-nx) 

(43.) f(u) = Lim. j (u -f w r) 1 • Lim. T . . 

n=oo [ (u -j yx 1 4- #) j m=oo (?e -4- na)* 7 

Es ist daher vor allen Dingen nöthig, genauer zu untersuchen, was aus 
dem Ausdrucke 

/ ,. \V (ttj + «) n 
(u + wsc) Ä 

(w-i- yx,-+-x) 

wird, wenn die positive ganze Zahl n ohne Ende wächst. 

Zu dem Ende schalte ich hier zunächst einige allgemeine Sätze über 
die Convergenz der unendlichen Producte ein. Dieselben sind zwar, 
so wie die damit verbundenen Sätze über die Convergenz einer bestimmten 
Gattung von unendlichen Reihen , zum grossen Theile bekannt. Ich glaube 
aber, wenn ich gleichwohl ausführlicher darauf eingehe, nicht nur wegen 
der ganz elementaren Herleitung derselben, die einiges Eigentümliche 
haben dürfte, sondern vorzüglich deswegen auf Entschuldigung rechnen 
zu dürfen , weil ieh überall bei den vorkommenden Grössen die Untersuchung 
nicht auf reelle Werthe derselben einschränken, sondern auch auf complexe 
(imaginäre) Werthe ausdehnen werde. 



o. 

Einige Sätze über die Convergenz und Divergenz 

unendlicher Producte. 

(I.) Wenn die Glieder einer unendlichen Reihe 

w. , u v n 2 , . . . oo 

sämmtlich reell, positiv und kleiner als Eins sind, und zugleich 
diese Reihe eine endliche Summe hat. so convergiren die Producte 

P n (1 - n ) (1 - - ?/,) (1 - m 2 ) ... (1 - w n ) 

Q„ - (1 -f M ) (1 + Mj) (1 -f- u,) ... (1 -l- u J , 

wenn n ohne Ende wächst, beide gegen eine bestimmte, positive 
Grenze; und zwar das erste beständig abnehmend, das andere 
beständig zunehmend. 
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Es ist klar, dass P n , Q n beständig positiv sind, und dass die erste 
Grösse beständig abnimmt, die andere aber zunimmt, wenn n beständig 
wächst. Es ist daher zum Beweise des aufgestellten Satzes nur nöthig, 
zu zeigen, dass P n stets grösser, und Q n stets kleiner bleibt, als eine 
gewisse positive Grösse. 

Es ist, wenn a,ft,c,d... reelle und positive Grössen sind, 

(l4-a)(l4-&)==l4-a4-&4-a&>l4-a4-& 
(1 4- a) 1 4- V) (14- c) > (1 4- a 4- b) (1 4- c) > 1 4- a 4- b 4- c 
(1 4- a) (1 4- b) (1 4- c) (1 4- d) > (1 4- a 4- b 4- c) (1 4- d) :> 1 4- a 4- b 4- c 4- d 

u. s. w. Dieselben Ungleichheiten bestehen auch, wenn a,b,c,d... sämmt- 
lich negative Grössen, ihrem absoluten Betrage nach aber kleiner als 1 sind. 
Ferner kann man, wenn E irgend einen echten positiven Bruch be- 
deutet, m so gross annehmen, dass die Summe 

H 4- 11 4- • • • 4- U 

für jeden Werth von r kleiner als E ist. Dies vorausgesetzt, werde 
n = m 4-r gesetzt, wo auch m, r ganze positive Zahlen bedeuten sollen; 
so ist 



P 



also 






P n > P m (1 — i?) , wenn n> m\ 



was gezeigt werden sollte. 
Ferner ist 






<? 



und da nun, wenn w:>m, 2? auch grösser als 



"m-f-i "n 

4- 



1 +«„, + ! 1+"» 
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ist, so hat man: 



"o \ x. M m 



1 1 



Q tl Q 



(l-E), 



m 



Q n <=c Tl , wenn n > m. 

^ n l - E 

(II.) Wenn dagegen die Reihe 

W 0' W l» M '2> 

keine endliche Summe hat, so wird, wenn n ohne Ende zu- 
nimmt, indem P w , beständig positiv bleibend und abnehmend, 
sich der Grenze Null nähert, während Q n über jede Grenze 
hinaus wächst. 
Es ist nämlich 



Q w ^l -rH -^ ifj - -f n 



n> 



und die Summe ?< -f u x ~\ - • • • -+- w n wächst mit n über jede Grenze hinaus. 
Ferner ist 



w - C 1 + —W + t^~) ■ • • C 1 - r^) . 

P n V 1 — tt/V 1— tt/ V 1 — U n s' 

und die Reihe > > u. s. w. hat ebenfalls keine endliche Summe. 

Es nimmt mithin ^ - ? gleichzeitig mit n, ohne Ende zu; und zwar über 

jede Grenze hinaus; woraus folgt, dass P n , beständig abnehmend, sich 
der Grenze Null nähern muss. 
Zusatz. Setzt man 

^«=(i-i)(i-i)-..(i4), 

so ist 

p ~ ii 2 u -Sa Z.1) — - 

n " — 2TiT.T.n " "" h' 
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also P n = , für n = oo. Daraus geht hervor , dass die unendliche Reihe 

111 1 

— , — , — , . . • — , • . . 

2 3 4 n 

keine endliche Summe haben kann. Wird dagegen 



P n=(l-i)0-i)-(l-f 2 ) 



n 

gesetzt, so ist 

p = l^3 ^_4 (n-i)(n + i) 
n 2 . 2 ' 3 . 3 ' " n.n 

___ l . 2 . . . (n — l) 3 . 4 . . . (n 4-1) _ n -f- 1 
"" 2.3 ... n 2.3 ... n ~~ 2n ' 

also P n = y für n = oo. Mithin wird die unendliche Reihe 

11 1 

, , . . . 2 , . . . 

4 9 n 

eine endliche Summe haben. 

(HL) Wenn die Glieder der Reihe 

u Q , ttj , u 2 , ... 

sämmtlich reell sind, und von einem bestimmten Gliede an 
beständig dasselbe Zeichen behalten und kleiner als Eins bleiben, 
so wird das Product 

P #4 = (1 4- w )(l 4- ff-,) ... (1 4 u n ) , 

wenn n ohne Ende wächst, gegen eine bestimmte endliche Grenze 
(die. sobald keine der Grössen n , u v ... = — 1 ist, nicht Null ist) 
convergiren, wofern die Reihe w , n lf . . . eine endliche Summe hat. 
Wenn aber das Letztere nicht der Fall ist, so wird 

P n = oo oder P n = für n = oo 

sein, je nachdem die Grössen u Q9 u v ... von einer bestimmten 
Grösse an, stets positiv oder stets negativ sind. 

14 
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Alles dies folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden 
Sätzen. 

(IV.) Auch wenn die Glieder der unendlichen Reihe 

?* , ?f,, m 2 , . .. oo 

com pl exe (imaginäre) Wert he haben und die Reihe unab- 
hängig von der Anordnung ihrer Glieder eine endliche 
Summe hat, nähert sich das Product 

P n =(l - ; - if Hl w,)...(l -r u n )j 

wenn n ohne Ende wächst , einer bestimmten Grenze, die von Null 
verschieden ist, wofern nicht eine der Grössen t/ , u v . . . = — 1 ist. 
Es werde u n = r n -+- iw n und 

(1 + w )(l 4- Wj) . . . (1 -}- u n ) =i>„4 iq H i 
gesetzt, w r o die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Dann hat man: 

*n=}/(l + « ) 2 + ivl .]/(! -f- v x ) 2 ^ w\ ]/(l + v w ) 2 -f w* . 

Nimmt man nun m so gross an , dass für jeden Werth von n , welcher ^* m 
ist, die Summe der absoluten Beträge von v H und w n kleiner als 1 ist, so 
kann man 

]/ (1 -t vj + u{ = l -r v H -i- e H tr n 

setzen , wo e w dasselbe Zeichen wie ic n hat , dem absoluten Betrage -nach 
aber kleiner als Eins ist. Bezeichnet man darauf den absoluten Betrag 



von v n durch v' tn so liegt -■■ , wenn n> m ist, zwischen den Grenzen 



( l - 'w+l- Z „M «»M-l >' 1 ■ W-'lH-.:.."«.^ U-'»- V»> m,(l 

Beide Product e nähern sich aber, wenn n ohne Ende wächst, zufolge 
des Satzes (I.), bestimmten positiven Grenzen; also bleibt der Werth von 
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s 
s 



— , und daher auch der Werth von s n oder }/ p* -f- q* stets zwischen 



m 



zwei endlichen Grenzen, wie gross auch n werden mag. Mithin muss 
es auch für jede der Grössen p n , q n eine Grenze geben , welche den ab- 
soluten Betrag der Grösse nicht übersteigen kann. 
Nun ist aber 

P»+i + '0 w+ i^ ^ + 'Wi^ /w Wi) (Pn+ l 9n) und 



V 



n-\-i 



Pn- v n+iPn-«'»4.iVn> 



woraus, wenn man statt n der Reihe nach m, «Hl, ... m-rr setzt, 



iW,.-/>m = + *• 



m+r r m 



Pm+v 



m-hi r m ■ w+2 ^m-M 



ft 



v p 



m-i-r^m-hr-i 



?r 



m-hi^m 



0m-«Wua0m-ui ^ 



»M-2 *m-hi 



nn-r *w-hr— 1 



^w-f r ^m 



*Wi #m + *W2 ^h+i^ 



• • • 



v 



wi-f-r *m-t-r 



+ ^,,1^+*' ,|> 



w-hi * m 



m-h2 ^m-hi 



f-w*„.~2> 



m-*-r ^m-*-r 



folgt. Es hat aber jede der Reihen 

V > V P V 2> ' • • 

w , t^j , u? 2 , . . . 

unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder eine endliche Summe; und 
da die resp. absoluten Beträge von p n , q n , wie gross auch n werden mag, 
gewisse Grenzen nicht übersteigen, so müssen auch die Reihen 



Vo> P\ v v— 5 Vo> P\ w v — 

endliche Summen haben. Folglich kann man m so gross werden lassen, 
dass für jeden Werth von r die Ausdrücke auf der Rechten der vorstehenden 
Gleichungen, also auch p m + r —p m und (Z m + r — q nV dem absoluten Betrage 
nach, kleiner als jede gegebene Grösse sind. Damit aber ist bewiesen, 
dass j) n , q n nicht blos endlich bleiben, wenn n ohne Ende wächst, sondern 
auch dass jede gegen eine bestimmte Grenze convergirt. Ferner ist klar, dass 

diese Grenzen nicht beide gleich Null sein können, weil sonst s n = \' p* -f- q* 

14* 
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für n = oo ebenfalls = sein würde; was, wie vorhin gezeigt, nicht 
der Fall ist, wofern nicht eine der Grössen n 0j n r ... = — 1 ist. Dieser 
Fall aber kann ganz ausgeschlossen bleiben, weil dann P n , für jeden 
Werth von n, von einem bestimmten Werthe an, gleich Null sein würde. 

(V.) Nicht selten trifft man eine unendliche Reihe an , deren 
Glieder 



0* 1' 2' *** 71' 



ein solches Gesetz befolgen, dass sich der Quotient 
eine (endliche oder unendliche) Reihe von der Form 



u 



n 



n 



in 



n— l 



«■, «., «> 

r 2 ' 3 ' 

n n n 



entwickeln lässt, wo a v a 2 ,a. v ... von n unabhängig sind, 
übrigens aber beliebige complexe Werthe haben können, auf 
die Weise, dass 



Lim. n ( " ■- 1J— «. 



H—l 



v 



Lim. n ^ — 1 — ) a 2 



tt—\ 



H. 



> für n ---= oo 



Lim. v (- 



1 - 



"i <h 



u—i 



n 



n 



u. s. w. ist. 

Wenn in diesem Falle a^ die erste der Grössen a v a., 

ist, welche nicht verschwindet, so dass 



Lim./( " -l) dp 



ist, und es ist erstens n^l, so wird w M? wenn n ohne Ende 
zunimmt, gegen eine bestimmte, endliche und von Null verschiedene 
Grenze convergiren. Wird dieselbe durch u bezeichnet, so kann 
man ferner 



r 



u tl - *e -i 



n 



n 
ji-i 
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setzen, wo v n eine Grösse ist, die endlich bleibt, wie gross auch 
n werden mag. 
Setzt man 



u n k n 

— = l -+- 



u n-\ n 



n> 



so erhält man 

«„-«o(l-^)(l-i^) ... + ^j). 

Nun ist aber Lim. lc n =a- es bleibt mithin k n endlich, wie gross auch n 

n=oo 

werden mag. Daraus folgt, dass die Reihe 

- • * • • * % « • • • \-^**-J m 

[i 7 fJL £ ' ' 

1 2 n 

unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder, eine endliche Summe hat, 
weil dies für die Reihe 

1 _L _L _L 

' 2 ' 1 ' /' '"■ ' n"'"" 

gilt, was bereits für (i = 2 im Zusätze zu (No. IL) gezeigt wurde, und 
daher auch feststeht, wenn ja > 2 ist. Damit ist aber nach (No. III.) 
erwiesen, dass u n für n = oo einen bestimmten endlichen, von Null ver- 
schiedenen Werth annimmt. 

Bei diesem Beweise ist allerdings vorausgesetzt worden, dass keine 
der Grössen u ,u v ... gleich Null sei; der Satz bleibt aber gültig, wenn 
diese Bedingung für alle Grössen der Reihe, von einer bestimmten u m 
an, erfüllt ist. Setzt man nämlich w = m-fr, so ist 

u m+r - % a \i+i 



u m+r-\ (r -+- m)^ (r -f- m)^ 1 



woraus, sobald r > m ist, 






u m+r-i r* r 



H-M ' 



folgt, wo a [V a^, ... von r unabhängig sind. Mithin bekommt u mJ¥r für 
r = oo einen endlichen, von Null verschiedenen Werth. 
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Ist nun 



Lim. n n ■ n . 



so setze man " n ~ r ' V' ' "// ? ^'//~.'V 'A» ; alsdann hat man: 

■w 1 
und daher, wenn man //„r„_i — /'„' r v<-i - V. h *!ln iV n-\~" 'Vm-i "^ '/* se tzt, 

"»"--- ,;r^ ■ 

Setzt man nun der Reihe nach w-i-l,M-2, ... n+r-1 statt w, 
wo r irgend eine positive ganze Zalil bedeutet, und addirt die so ent- 
stehenden Gleichungen zu der vorstehenden, so ergiebt sich: 

"W ,f )M' . 1v Jl , J-l ' 

oder auch, wenn 

_i l 

ist, undP wr einen Mittel werth zwischen der grössten und der kleinsten 
der (^rossen p M+1 . . ..^„.w und ebenso Q nr einen Mittelwerth zwischen 
der grössten und kleinsten der Grössen £ n +i, ... fjn-^-r bezeichnet: 

Lässt man nun ■/• ohne Ende wachsen, während n constant bleibt, so 
nähert sich n t) + r der Grenze ?/; ebenso nähert sich a wr einer Grenze, die 
durch a M bezeichnet werden möge, und deshalb müssen auch P wr , Q nr 
gegen bestimmte Grenzen convergiren, welche P nJ Q n sein mögen. Man 
erhält daher 

N n -w-a n (P n -f/Q w ), 

und es ist klar, dass P„, Q n endlich bleiben, wie gross auch n werden 
mag, da dies für g n , h n , r u , ic n , also auch für ^> n , q n , der Fall ist, und 
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daher Grenzen existiren müssen, die P u r und Q nr und mithin auch P w , Q n , 
dem absoluten Betrage nach, nicht übersteigen können. Ferner ist 

1,1,1, 

°» — ü "I- u + 7 * + °° 

1 i l 

H • -+-• oo . 



also 



(n 4- 1) 2 (n 4- l)* 1 2 (n 4 2) 2 (w -f- 2)* 1 

==/ i . L_ + \ i 

^^ * . — k— -. ■ — *— « * • « * i • _________________ 

\(w 4- 1) 2 (n -i 2) 2 / (n -f l)* 1-2 

/ i_ _,___ _j _ y i 

^ Vw(w 4- 1) (n - L 1) (?i 4- 2) " / w »i--2 ' 

Z 1 1 , J 1 , \ 1 

w \U »Hl ?.-hl M4-2 / w »*- 2 ' 

1 



d. h. a.„ < 

n 

Man kann also a n ---= — — setzen, wo e M ein echter Bruch ist, und 

n P 

wenn man e n (P n -*-iQ n ) durch — v n bezeichnet, so hat man: 

und es bleibt v n endlich, wie gross auch n werden mag. 

(VI.) Wenn aber zweitens a x nicht Null ist, so sind drei 
Fälle zu unterscheiden. 

(A.) Ist der reelle Theil von a x positiv, so wird xt n unendlich 
gross für n = oo; 

(B.) Ist der reelle Theil von a. Null, so bleibt zwar n n 
endlich , wie gross auch n werden mag , nähert sich aber , wenn n 
beständig zunimmt, keiner bestimmten Grenze. 

(C.) Ist der reelle Theil von a x negativ, so wird u n =0 für 
n = oo. 
Es sei a^g-hhi und es werde 

„ (i + __)(i + ___) ( 1 + __JL_), 

^ = ( 1+ trX 1+ ^Ti) ( 1+ ^ir) 
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gesetzt , wo m eine ganze positive Zahl bedeuten soll , die grösser ist als 
der absolute Betrag sowohl von g als auch von h. Dann hat man: 

u n u n-i u n Pn-iQn-i 



PnQn Pn-lQn-i u n-i PnQn 



n n 



= (l -r — +•••) (l -- + •••) (l - — + • • .) 



= 1 H 2" "4 • • • ' 

n 



wo a^ u. s. w. von n unabhängig ist. Mithin convergirt, nach dem vor- 

u n 

hergehenden Satze, , wenn n beständig zunimmt , gegen eine bestimmte 

endliche und von Null verschiedene Grenze, und man kann 



= v -\ » also 



Pn Qn n 

setzen, wo v von n unabhängig ist, v n aber stets endlich bleibt. 
Setzt man j = ji-J-*a£, so hat man: 

«+«=0+^)(i+ r 4^) O+Htt*)' 

v m ' v (m 4- 1) / x (m-\-n) ' 

und es nähert sich diese Grösse , nach (No. L), wenn n ohne Ende wächst, 
einer bestimmten, von Null verschiedenen Grenze, weil die Reihe 

2 2 

// h 



m (m -}- 1)" 



eine endliche Summe hat. Mithin bleiben auch q' n und q„ stets endlich. 
Bezeichnet man durch f n , so hat man: 
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also 

*n "n— 1~" l n%i— i> 

Setzt man in diesen Gleichungen statt n der Reihe nach n, n+1, ..., n-\-r 
nnd addirt die so sich ergebenden Gleichungen, so erhält man: 

wo ^ r einen Mittelwerth der Grössen q' n _ v q' n , ... q' n _ hr _ 1J und 
g£ r einen Mittelwerth der Grössen q^_ v q'^ ... q" l + r _ 1 

bedeutet. Nun bleiben aber die Werthe der Grössen auf der Linken 
dieser Gleichungen stets endlich, während die Summe 

. * , >' ä '* 



wenn r wächst und n constant bleibt, über jede Grenze hinaus zunimmt. 
Daher müssen ql lr ,q' t \ r beide sich der Null nähern, wenn r ohne Ende 
zunimmt, n aber unverändert bleibt. 

Es werde nun n so gross angenommen, dass die Differenz zwischen 
je zwei aufeinander folgenden Gliedern der Reihe q' n _ x , q n , ^ +1 ? • • • dem 
absoluten Betrage nach kleiner sei als eine beliebig angenommene, noch 
so kleine Zahl E\ w r as möglich ist, weil 

und f WH _ r beliebig klein werden kann, wenn nur n gross genug ange- 
nommen wird, während q„_ hr _ l stets endlich bleibt. Ferner sei r so gross, 
dass auch der absolute Betrag von q' kleiner als E ist. Haben dann 
in der Reihe q' n _ mV q\ v . . . q' n + r _ x sämmtliche Glieder dasselbe Zeichen, so 
ist q 9 dem absoluten Betrage nach grösser als das kleinste derselben; 
dieses muss daher von Null weniger verschieden sein als E. Im ent- 
gegengesetzten Fall aber muss es zwei unmittelbar auf einander 
folgende Glieder von verschiedenen Zeichen geben, und da die Differenz 
derselben kleiner als E ist, so folgt, dass jedes von ihnen kleiner als E 
ist. Man sieht also , dass man , wenn man in der Reihe q' , q[ , ... von 
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irgendeinem Gliede aus weiter geht, stets auf eines kommen muss, dass 
dem absoluten Betrage nach noch kleiner als jede gegebene Grösse ist. 
Dasselbe gilt für die Reihe q^q", ... 

Nun nähert sich aber der Werth von q' u q' n -\ v"^, wenn n beständig 
zunimmt, einer bestimmten Grenze G, und wenn daher wieder E eine 
beliebige kleine Grösse ist. so muss man, ausgehend von einem beliebigen 
Gliede der Reihe 7 .7 P . . . unter den folgenden stets auf eines kommen, 
für welches die Bedingungen 

<* " h '/„'/,, %'/» <' h ^ 

'/„ 'In ' h 

erfüllt werden. Dann hat man 

G-* E <<&<!'„< 0-\ JS; 

d. h. es muss auf jedes Glied der Reihe 7^.7,' wie weit vom 

Anfange entfernt es auch sei, stets wieder ein solches Glied folgen, 
welches seinem absoluten Betrage nach der Grenze J G beliebig nahe 
kommt. Dasselbe gilt von den Gliedernder Reihe 7^, 7". ...; und somit 

ist erwiesen, dass sich q /r wenn n beständig wächst, keiner bestimmten 



Grenze nähert, sondern sowohl der reelle, als auch der imaginäre Theil 
dieser Grösse zwischen zwei verschiedenen endlichen Grenzen schwankt. 
Für das Product jt fl folgt unmittelbar aus (Nr. I.), in Verbindung 
mit dem Umstände, dass die Reihe 



f, .--- / - - (J 

Hl * VI + 1 ' VI } 11 



, • . 



keine endliche Summe hat: 



Lim. j> fi .:■•">, wenn y positiv ist und 
Lim.y/,^-- . wenn 7 negativ ist. 



il = 00 



Aus der Formel 



M * = ( r " : '"d Pn9n 



ergiebt sich jetzt ohne Weiteres Folgendes: 
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1. Wenn g positiv ist, so wird der absolute Betrag von u n 

unendlich gross für n = 00; 

2. Wenn g negativ ist, so wird derselbe unendlich klein für n = 00; 

3. Wenn g= Null ist, so nähert sich derselbe, wenn n beständig 

zunimmt, zwar einer bestimmten Grenze, aber da dann 

u n = vq n H und Lim. — = 

M n n n=oo n 

ist, so convergirt u n selbst, gegen keinen bestimmten Werth, 

sondern schwankt. 
Anmerkung. Setzt man, was hier absichtlich vermieden ist, die 
Theorie der Potenzen mit beliebigen Exponenten voraus, so lässt sich 
der vorstehende Satz viel kürzer begründen. Denn es ist 



>_..__J!«-1... "" .fr- l\ 9+ki .-.,( 1 ^.9.±hI.,...)( 1 -LtM + ...') 



(,":,...). 



n 

9 

I* 7 

einer bestimmten, von Null verschiedenen Grenze; und wenn man dieselbe 



n 

folglich nähert sich, wenn n ohne Ende zunimmt, — —p nach (Nr. 5) 



durch v bezeichnet, so kann man 



- ■= r -f , 



n y+ hi n 



oder 

n 



v 
u n ^-- n' . (r -4- --) [cos(//logn) -h ?sin(7ilogn)] 



setzen, wo v n stets endlich bleibt. Aus dieser Formel folgt der zu be- 
weisende Satz unmittelbar. 
(VII.) Wenn wieder 

— = 1+« + ~ 2 + 



• • • 



u 



n-i n n 
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ist, so weiss man, dass die Summe 



(A.) u • n^x 4- u 2 x"-h • • • -f u n x n , 



wenn w ohne Ende zunimmt, gegen eine bestimmte endliche 
Grenze convergirt, sobald der absolute Betrag von x kleiner 
als 1 ist; so wie auch, dass sie divergirt, wenn der genannte 
Betrag grösser als 1 ist. Beides gilt auch, wenn t n den abso- 
luten Betrag von u n , 5 den von x bedeutet , für die Summe 



n 



(B.) /„4-4J-H5 -!"■•■ +t n l . 

Ist aber der absolute Betrag von x gleich 1, so gelten folgende 
Sätze. 

1) Die Summe (A) convergirt, wofern nicht #— 1 ist, sobald g 

negativ, die Summe (B) aber nur, wenn <j < — 1 ist. 

2) Wenn aber x^ 1 ist, so convergirt die Reihe (A) — und dann 

gleichzeitig auch (B) — nur in dem Falle, wo g< — 1 ist; sie 
bleibt zwar endlich, wie gross auch n werden mag, nähert sich 
aber keiner bestimmten Grenze, wenn // — — 1 und 7*5.0 ist; 
und divergirt in jedem anderen Falle. 

3) Beide Reihen divergiren, wenn //:>0 ist, indem dann weder 

u n x n 9 noch t n %\ für n •— oo unendlich klein werden. 
Da der absolute Betrag von x der Einheit gleich sein soll, so ist 
die Summe (B) gleich 

Ferner, wenn 

= 1 -h — - -l :> r ' - • 

" w -i n n- 

ist, so hat man 



l n —i n n n n" 

- l -t- - -t- 
n 



2 
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Setzt man nun, wenn w eine ganze positive Zahl bedeutet, die grösser 
ist als der absolute Betrag von //, wieder 

ln ^ ^ m^ ' wi-fl' ^ ' wH-^ ? 

so kann man (nach Nr. VI), wenn man t n an die Stelle der dort mit 
u n bezeichneten Grösse treten lässt, wo dann q n =l wird, 

setzen, w r o t von n unabhängig ist, t„ aber stets endlich bleibt. 
Nun ist 

q 
Pn"Pn-i ~ Wl -!- f4 " 'V-i • 

(w + w) . p n - (m -r n - 1) . j^ - (<y + 1) . p n _ x ; 

setzt man also in dieser Gleichung statt n der Reihe nach l,2,...n, 
so erhält man durch Zusammenziehung der so entstehenden Gleichungen: 

(m + n)p n - mp - (7/ -h 1 )(-p + p^- • ■ • + JV_i)- 

Aus dieser Gleichung aber ist zu ersehen, dass es, wofern nicht #-i-l=0 
ist, zur Convergenz der Summe 

/'«, [ Pi+ '"-'■■ P n -i 

hinreichend und noth wendig ist, dass (ni-\-n)p n einer bestimmten Grenze 
sich nähere, w f enn n beständig zunimmt. Dies kann aber, da 

_0>< ^)P n _ (l , f/\( { _. „1 \- X 

' *■ ?/— l 



f- 



ist, nur dann geschehen, wenn // -f 1 negativ ist, (indem der Fall 
y-\ 1 = ausgeschlossen ist), w r o dann (m \ v)p n für n = oo (gemäss 
Art. VI) unendlich klein wird. 
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Ist g- 1 = 0, so hat man 



p = (l - ±)(l - - 1 ) (l - - 1 -) = — ~ 

und 

Diese Summe ist aber (Art. II Zus.) divergent. Mithin ist es zur Con- 
vergenz der Summe 

Po Pr ' " +Ph 

nothwendig und hinreichend, dass g<c—l sei. 
Nun ist aber 

Wenn daher # < — 1 ist, so wird auch f 4-^4 rt n convergiren, 

indem (t[ Pl ) + \ (t' 2 p 2 ) -r • • • 4- - (£ j> n ) gleichzeitig mit A + ^4- • • • +p n 

convergirt. 

Ist g 5: — 1 , aber < , so divergirt von diesen beiden letzten Summen 
die zweite, während die erste, da 

?i ' n - l p n _ l 



n ^ n '^ n J n 



ist, noch convergirt; folglich divergirt auch %-T-t x — — r f w . Dasselbe 
findet statt, wenn g^O ist, weil dann t 7t für ?i ^= co nicht unendlich 
klein wird. Man sieht also, dass die Reihe (B) convergirt oder divergirt, 
je nachdem g <: - 1 ist oder nicht. 

Im Convergenz der Summe (A) ist zunächst erforderlich, dass 
Lim. /„. sei, weshalb g<^Q sein muss. Dies vorausgesetzt, werde 



n=cK> . 



(1 H'J^^-rhjs fr+O+hh^p 

K m /v m4-l / v m -n' ■ 



• ■ _ 
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gesetzt, so hat man: 



u„ v tk , it„ P 



n "n—i "w 



_ a 



n-l ../,,.'/■ /"" , "i , Vi , f!+ J,i \~ l 



p •» I^(n »-.'"+_* + . ..Yi+£!^) 

P» i*_, «■„_, P„ v n »' A .n + m' 

= 1 -|- _f 4- . . . 

Mithin kann man (nach Nr. V) 






setzen, wo wieder v von » unabhängig ist, ic n aber stets endlich bleibt. 
Ferner sei 

S n = P x x H- P 2 a 2 -i • • • 4- P n x n 
S f n =w l P^x--iv 2 P 2 x-\- •••-!- -tr n P n x w ; 



tt 



dann hat man 

Nun ist 

P. P 



*» = rS i» + & n- 



;i -u — l v ?* ' v n ' n 



.L. 



■ • 



und da # — 1 < — 1 ist, so convergirt, wenn man durch Q n den abso- 
luten Betrag von P n bezeichnet, nach dem vorher Bewiesenen die Summe 



1 # + In ... ... _, IQ 

1 w ^ 2 v * n 



n 



und daher auch, indem x n w n stets endlich bleibt, S^'. Daraus folgt, 
dass s n gleichzeitig mit S n convergirt, schwankt oder divergirt. 
Es ist aber 



n n n+i 



l-x)S H =P l x-\ (Pt-PJx'-l iP-Pjx*-. ... iP„-P n .. l )x n ~P H x 

i P ' P P i 

^Px-r (g-\ In) • -#-r - -o;-: 1 x \x — P n x 
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Die eingeklammerte Summe convergirt. was gerade so gezeigt wird, wie 
für S' . und Lim. P W =Ö, weil g negativ angenommen worden; folglich 

wird auch (1 — x)S nJ und, wenn nicht 1 — x = 0, auch S n convergiren. 
Die Summe ( A) convergirt also stets , wenn g = , und nicht x = 1 ist. 
Wenn aber x = 1 , so hat man 

(>n-n-\l)P t ,--m.P Q 
S -j- P = P -- P + • • P -= - — • 

wie sich unmittelbar aus der im Vorhergehenden gefundenen Formel 
für die Summe p -\ j) x -\- • • • -fj^ ergiebt, wenn man in derselben 
g-hhi für g und n - l 1 statt n setzt. Es wird daher, wofern nicht etwa 
g = — 1 und zugleich h = ist, S n convergiren, wenn sich (tw-hn-f-l)P w+l 
bei beständig zunehmendem Werthe von n einer bestimmten Grenze 
nähert. Dies kann, da 

(wH-w)P n v n-fl /v n /v n y 

ly-'-l-f/// 

1 i ■' j 

^ I — • - 4 - • • • 

n 

ist, nur geschehen, wenn g-\l <0 ist, indem der Fall #-f-l = 0,7i = 
ausgeschlossen ist. 

Ist g j-l=-0 und h — Q, so ist die Divergenz der Summe 
P -\ P l -\- • • • -^P ti bereits im Vorhergehenden bewiesen. 

Folglich convergirt, wofern x = 1 ist, die Summe (A) nur, gleich- 
zeitig mit der Summe (B), wenn g < — 1 ist. 

Wenn g-^ — 1 und />5?0, so bleibt der Werth von (m -\-n - -1)P , 
nach (Art. VI.) zwar stets endlich, nähert sich aber keiner bestimmten 
Grenze. Dasselbe gilt also auch von S tl und von der Summe (A). 

Wenn endlich // > — 1 , also g-\ 1 > ist , so wird der Werth von 
(tn-\-n 'l)P tt ^ unendlich gross für n=oc. Mithin divergirt in diesem 
Falle S n , und auch die Summe (A). 

Damit ist der aufgestellte Satz in allen seinen Theilen erwiesen. 

Anmerkung 1. Setzt man statt u }l den in der Anm. zu (Art. VI) ge- 
gebenen Ausdruck u n --= -^ '■ 7— r-> so ist leicht zu sehen, dass die 

n n 
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Summe (A) gleichzeitig mit der folgenden: 

23 n 

xx x 

1 4- X -r TT 4- 



convergirt, schwankt, oder divergirt. 

Anm. 2. Die Sätze V bis VII stimmen, wenn man den in ihnen 
vorkommenden Grössen nur reelle AVerthe beilegt, im Wesentlichen mit 
denen überein, welche Gauss in der Abhandlung „Disquisitiones gene- 
rales circa seriem infinitam" 

, aß a(a-!-l)ß(ß-4-l) 2 

begründet hat. Mit der hier gegebenen Erweiterung dienen sie für eine 
grosse Menge von unendlichen Reihen, die in der Analysis vorkommen, 
zur Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz derselben. Aus 
diesem Grunde habe ich sie ausführlicher entwickelt, als gerade für den 
nächsten Zweck nöthig gewesen wäre. Übrigens würden sie sich ohne 
Mühe noch bedeutend verallgemeinern lassen. 



und 



6. 
Jetzt zurückkehrend zu der Gleichung (43) des § 4, gebe ich, da 

T . \(u-hnx) I „y 
Lim. ( y — = 1 

n =°°\ (nx) ? 
(?( , -f x) u(u H- x)(u 4- 2x) (n 4- (n— 1)#) 



(u-\-yx, 4 x) (n 4- yx)(u 4- yx 4- x) (u 4- (//4-n- \)x) 



x( l + ~x)( l *"*2x) C 1 : (ti-l)*) 



W6-//# V n-\ yx^ r n4-//a:\ / . n-M/rr x 

C-är-A 1 ' ir A 1 - .r x -J C w (i^O^ 



ist, indem ich 



(44.) n M w(l4-M.)(l- 2") O^n-T^^ 14 '^ 



15 
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setze, derselben du.» Form: 



'/ 



(4.").) /'(<m j- Jjim. i 



, . I A /£■//./) | 

Lim.V „' 



Nun ist 



"Wf ? >/ 1) m/ - l' ^ // K 

-(. " ""' ." )c "-- " ) 



1 



> -T 
2n" 



also convergirt F(/(. // ) . wenn // ohne Knde zunimmt, gemäss Art. V des § 5, 
gegen eine bestimmte endliche Grenze, welchen Werth auch n haben 
mag. Bezeichnet man diese Grenze, die eine Function von n ist, durch 
Fe («), so hat man: 

(Iß.) Fr(>() Lim.J«- M i»(l !«)(>■• !!) ",)!< 

oder 

117.) Fn„> «n""|( a a ' 1 )"0 It 

'A -1 

Es erhellt aus diesen .Konnein zugleich, dass Fein) nur ver- 
schwindet, wenn u der Null oder einer negativen ganzen Zahl gleich ist. 
Hiernach ist 

1. •' •« 

jim. 

und es muss daher, der Gleichung (45) gemäss, wenn es wirklich eine 

Function /'(//) gieht. die der Gleichung (41 ) genügt, - * einer be- 

(u-r- nx) lf 
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stimmten endlichen Grenze sich nähern, wenn n beständig zunimmt — 

wenigstens wofern nicht Fe (-J = ist. 

Bezeichnet man diese Grenze, als Function von u betrachtet, durch 
ty(u), so muss 

(48.) ty(u+x) = ty(n) 

sein, da 

T . f(u -\-nx) , . f(u ~^x-\-nx) 

Lim.— y = Lim. — y 

n-oo ( H + n x)' n=oo^ n _ { _ x _^ nx ^ 

ist, und es ergiebt sich 

Fe C-) 
(49.) f(u) = x 4»f») . 

• Hl**) 



Umgekehrt lässt sich nun erweisen, dass jede Function von u, welche 
durch diese Formel dargestellt wird, wenn nur ty(u) die in der Glei- 
chung (48) ausgesprochene Eigenschaft hat, der Gleichung (41) genügt.*) 
Denn es ist 

n , -w-i (?*-+- l)(u-i- 2) (u-n) u-hn-,, x 

woraus für w = oc , 

(50.) Fc(u) = uFc(u + l) 



folgt. Mithin ist 



F,("-l) 



f(n- x) -x* «l»(w- ; -r) - -—-^ /"(»♦), 



fVr-^l) 



u 



oder 



f(n-- t x) - /*("<) = ;/.r 
welches die Gleichung (41) ist. 

*) Es ist zu bemerken , dass bei der Herleitung der Formel (49) die Grössen ar, y 
als Constanten betrachtet worden sind und deshalb ty(u) anzusehen ist als eine von u 
und von x,// abhängende Grösse, die, als Function von u betrachtet, der Gleichung (48) 

genügt 

15* 



» 



228 Über die Theorie der analytischen Facultäteu. 

Um mm die Function ty(u) zweckmässig zu bestimmen, kann man 

die Forderung stellen, es solle, sowie für die Function (//.-; ./V v , falls y eine 
ganze Zahl ist, die Gleichung 

gilt, der Function f(n) für jeden Werth von y die durch die Gleichung 

f(n nx) _ !/ 

y 1 

(n : nxS 

ausgesprochene Eigenschaft zukommen. 

y 
Dann muss nach dem Vorhergehenden ty(n) V sein und somit f{n) 

durch die Formel 

(51.) flu) < y' 

deflnirt weiden. 

Nun ist (in § 2) mittels der beiden, aus (50) und (4<>) folgenden 
Gleichungen 

(52.) Fl'(h)- //(// -1) (»f.-r ?/-!) Fein - h) 

(53.) F<(\) 1 

gezeigt worden, dass 

(M.) Um. j»-"'r (?!).(=! 

>/-=«> I Iv(i< n) \ 

ist; wobei zu bemerken, dass hier, wie auch in (4ti) 

n =^ t — 1 - - //log// - 



zu setzen ist, unter der Bedingung, dass von den verschiedenen Werthen 
von logw der reelle genommen werde, so dass also Fc(u) eine eindeutige 
Function von u ist. 
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Hiernach ist, wenn man jetzt für die durch die Gleichung (51) defi- 
nirte Function f(u) die Bezeichnung (u,-+x) y einführt, 

FC (± r V) 

/ vV y K x J 
{11 f- »/.r. x) - x' * 

Fr Q 4 U + ») 

1 ~" _V "I! I 

(»■4 «a\ -ix)' _ (irj) ! » '' Fc(v) n J Fr. (n) ! 

(« -: • wa;) V . ( « - : nrf I f y ( " \ ; . y + „) Fe ( "_ + n) ] 

mithin ist für jeden Weith von y in der That: 

(55.) Um. | ("-i wg.+g f | _ r * 

(11 : nx) ■ 

Hinsichtlich der Function Fe (w) ist noch zu bemerken, dass sie 
durch die Gleichungen (50), (53), (54) vollständig bestimmt wird. Denn 
aus (50) und (53) folgt 

7 , f Y h(h -> 1) 0/ f-n-l) Fc(n) 

rr (h) - v 



1.2 (?/ - 1) Fc(u-t-u)' 

woraus sich mittels (54) die Formel (40) ergiebt. 

Durch das Vorstehende sind also jetzt folgende Kesultate erlangt. 

I. Es giebt eine, und zwar nur eine, für alle Werthe der 

unbeschränkt veränderlichen Grösse n definirte, eindeutige und 

für keinen endlichen Werth von u unendlich gross werdende 

Function Fc(n), welche die in den Gleichungen 



(56.) 



Fr(ti) ^uFc(u L 1), 



Lim.^^^Ui 



ausgesprochenen Eigenschaften hat und durch die Formel 



a=-»-'>j 



»""-fl |(-,rr)"(^T)i 



dargestellt wird. 
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IL Es giebt eine, und zwar nur eine, von drei unbeschrankt 
veränderlichen Argumenten, der Basis //, der Differenz x und 

dem Exponenten //, abhängige und durch (m, - x) y bezeichnete 
Function j welche der Gleichung 

{ri , A(u,—x) _ yx 

in der sich das Zeichen A auf t< bezieht und Ah ^ x zu nehmen ist. 
genügt, und zugleich die in der Formel 

(öS.) Lim. - - f - 1 . 

wo n eine positive ganze Zahl l>edeutet, ausgesprochene 
Eigenschaft besitzt. Ihr allgemeiner Ausdruck ist 



(59.) («,-' J) y -x y 

oder 



(00.) 



(ii, \ xy - j' - II ( - ).-.-_ _ \ 



Aus der Formel (59) ergeben sich dann, wie in § 1 gezeigt worden, 
für (Uj : x) y die Grundgleichungen 



(öl.) 






(// ;•(// /»);#:, - ; r) ' 

(Ü3.) il;u,-rl'X) y - L !/ (u. ' .7:) y , 

0>4.) U, ; x) 1 - n , 

aus welchen sich nun eine Reihe anderer herleiten lässt, z. B. 

((i5.> (*/. ■; .#)° 1 , 

IM.) (//,-« -r) y - * 

U< //x-, J x) 
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und insbesondere, wenn y eine positive ganze Zahl ist. 

y 

(67.) (w. --:- x) = u(u -\ x)(u 2x) (//• -f- (y - l)x) 



(68.) (it.-- x) 



V 1 



(u — x)(u — 2x) (a - yx) 



Ferner, wenn y. v, w beliebige Grössen bedeuten. 



(69.) in. ■ x) ' -( ) 



H 

- +y 
y x w 

y /X\ (l\ -rll) 



(l\-r-w) 



u v 
X w 



u. s. w. (Vgl. Crelle's „Memoire sur la theorie des puissances, des 
fonctions angulaires et des facultes analytiques"). 

Ich bemerke noch, dass die Formel (43), welche aus der Bestimmungs- 
gleichung (57) folgt, mittels der anderen (58) unmittelbar zu dem Ausdrucke 

von (iii-r-x) y in der Form des unendlichen Products (07) führt, dessen 



u 



Cgnvergenz nach dem Satze (Art. V. § 5) feststeht, sobald nicht —~y Null 



x 



IL 

oder eine negative ganze Zahl ist. Ist aber — -. y ^ — in, (unter m eine 

ganze positive Zahl, Null eingeschlossen, verstanden), so folgt aus (69), 
wenn man v = 1, tc --- 1 setzt: 

y _ x 9 (i. V> 

d.-fl) 
• *//--i 1 

da nun, nach (66), (1. - 1) -oo ist, so skht man, dass die Form 

welche in diesem Falle das Product (60) annimmt, durch die Natur der 

Function in,- x)' f gefordert wird. 

Nachdem auf die angegebene Weise eine Definition der Facultät (//, -• x) y 
gefunden ist. die nicht mehr Bestimmungen enthält, als nöthig sind, 
und die alsbald zu einem allgemeinen Ausdrucke, sowie zu den wichtigsten 
Eigenschaften der Function führt, gelangt man auf einem ganz ähnlichen 

Wege zu der anderen Facultäteu-Form {u,—x) y \ worunter, um wiederholt 
daran zu erinnern, nicht (**,-i~(— #)) verstanden werden soll. 
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Sie wird nämlich durch die beiden Gleichungen 



(70.) 



&{u.-x) y 



u 



1/ 

T . . («-i-wj, -xy i 
Lim. - 1 -■ 

»'=«' (u-\nx) y \ 



1 



y 



definirt, wo aber jetzt Au ■ = — x zu setzen ist. 
Dann folgt aus der ersten dieser Gleichungen 



(n j\ x) y — (■/*, -x) y 
(n, — x) y 



t/x 



n 



, y tt — t/x, '/ 

(u x. - x) — (u , - x) . 

tt 



und hieraus, wenn man u \ x statt u setzt: 



v u (l - t/)x , , ,y 

in. x) ---=--> •- (w-f rc, ~.r) , 



welche Gleichung zu der folgenden: 



(u,-x) 
u -f- (l — y)x tt f (2 — //)r 



.V 



?f 4- X 



?« . 4--2ar 



t< : nx 



c • ■-»> 



1 ; 



H. 

.r 



1 - // 



H 



( 






11 



■tt 



/ ff 



n 
x 



-t- 1- 
2 



_-. ! 



") 0-w'j 



\ 



1 



1-f 



1-^ 



x 



1 



?i - 1 



(//■• tu; -x)' 



v 



führt. Setzt man statt (n ! nx,—x) y 



w 



# 



v - + y i 
y (a \-nx. -x) v x 



(u ■-! /Mj y 



>; 
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und dann w = oo, so erhält man, gemäss (70) und (46): 



y FcQ + l-y) 
(71.) (tij — x) = x 



n 
x 
oder auch 



^ G + 



(72.) (u.-r? :/«±£=!ETT^j(» + »)*«±(^LJ?)£.l . 



Zugleich lässt sich aus der Formel (71) mittels der Eigenschaften 
der Function Fc(u) ohne Weiteres beweisen, dass die durch dieselbe aus- 
gedrückte Function (u,—x) y * wirklich die in den Gleichungen (70) aus- 
gesprochenen Eigenschaften hat. 

Es ergeben sich dann aus (71) für (n,— x) y die Grundgleichungen: 

y+k y k 

(73.) (m,— xj =^(iij—x) (u--yxj — x) , 

(74.) (U-X) ^ L y J 

(ii-(y-k)x,-x)' 

y y y 

(75.) (ku,— kx) = fc (ii,—x) , 
(76.) (n, — x) =U] 

aus denen wieder die folgenden: 

o 
(77.) (u,-y) =1, 

(78.) (u,-x)~ y = - 



y 

(u-hyXj — x) 



und insbesondere, wenn y eine positive ganze Zahl ist, 



y 

(79.) (w, — x) = u(u — x) (ti — 2x) (n — (y— l)x) , 



(80.) („,-*■) '- * 



(w + #) (w -f- 2x) (u -h y#) 
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sowie, wenn y.r.tc beliebige Grössen bedeuten. 



(81.) («,-x) y - ( J ) 



v . 



V H , 



V _ M 
ff? X 



u. s. w. hergeleitet werden*). Ferner hat man: 



i 

i 



{u.—x) ~ (l(~. X— l/X. x) -• ■— - 

y 



(U-rOT.- 1 x) 
(82.) 

y '/ 1 

(/(, ' x) — (lt—X-'!/J\ rX)' 



(*/ — a\ — u*) 



Setzt man endlich in (59) «--a=a, und ^ — 1 für //, so findet sich 

(83.) Fr in) - *- • ., 

(1. * 1) 

und wenn man in (71) <<--0,a-l und - u -\ 1 statt // setzt: 

(84.) Fr WO (0.-1) 1 ". 

so dass also die Factorielle Fc(u) selbst eine Facultät ist. 



<. 



Es ist oben angegeben worden, dass sich die Function Fr(u) nach 
ganzen positiven Potenzen von u in eine beständig, d. h. für alle reellen 
und imaginären Wert he von n convergirende Reihe entwickeln lasse; sowie. 

dass die Reihe, in welche man die Facultät (/<. x) !/ nach steigenden 
Potenzen der Differenz x entwickeln kann, niemals eonvergirt, wenn y 
keine ganze Zahl ist. Es erscheint mir nicht unangemessen, auf die Recht- 
fertigung beider Behauptungen näher einzugehen. 

ff tt 

*) Es ist hierbei zu bemerken, dass, obwohl {tt.— r) nicht gleich (w.-f i-jv)* 

ist. gleichwohl alle Gleichungen, die ohne Zuziehung der zweiten Gleichung : 70' aus den 

Gleichungen \JX — 7ü^ folgen, aus den entsprechenden für ui,-*-jt) durch Verwandlung 
von x in ^— x) sich ergeben. 
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Zu dem Ende stelle ich noch einige Sätze über die Convergenz 
der unendlichen Reihen zusammen, welche hier, sowie auch im Folgenden, 
zur Anwendung kommen. 

1) Hat man eine unenliche Reihe von der Form 

hat, wo ar,y, ... veränderliche Grössen sind und a,ß, ... ganze 
Zahlen, von denen jede, unabhängig von den andern, alle Werthe 
von bis -hoo durchläuft, und es bleiben die absoluten Beträge 
der Glieder der Reihe, wie gross auch a,ß, ... werden mögen, 
sämmtlich kleiner als eine angebbare Grösse, wenn für x,y, ... be- 
stimmte Werthe x ,y 01 ... gesetzt werden; so convergirt die Reihe 
für alle Werthe von x,y, ..., die ihrem absoluten Betrage nach 
beziehlich kleiner als x ,y , ... sind, und zwar unbedingt.*) 
Bezeichnet man nämlich die absoluten Beträge von 

durch 

so lässt sich , der Voraussetzung nach , eine (positive) Grösse O angeben, 
die grösser ist als 

a z* P 

welche Werthe auch a.ß, ... haben mögen. Alsdann ist der absolute Be- 

a q 

trag von a a ß_ kleiner als G% rj ..., also der absolute Betrag von 

a a ß a: y ... kleiner als G% rj ...€*) . und daher die Summe von 

beliebig vielen Gliedern der betrachteten Reihe dem absoluten Betrage 
nach kleiner als 

Z/'^o r lo •••5 r i ••• " c y ~ r ; " 

wofern € < £ , r\ <c yj , . . . , wodurch der aufgestellte Satz erwiesen ist. 



*) Eine Reihe soll unbedingt convergent genannt werden, wenn sie bei jeder be- 
liebigen Anordnung ihrer Glieder convergirt. Dazu ist erforderlich und hinreichend, 
dass die Reihe der absoluten Beträge ihrer Glieder eine endliche Summe habe. 
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2) Es seien die Glieder einer unendlichen Reihe 



I M 

r • r • r 



Functionen beliebig vieler Veränderlichen x.y die sich nach 

ganzen positiven Potenzen von x.y in Reihen entwickeln 

lassen. Femer sollen '\s\\*\" diejenigen Reihen bezeichnen. 

in welche die Reihen-Ausdrucke von r-r-r" dadurch über- 

gehen. dass jeder Coefficient dersellien durch seinen absoluten 
Betrag ersetzt wird. 

Wenn nun für bestimmte positive Wert he ;„.r lo von j\y 

jede einzelne der Reihen *\>.*\> .*\> und ebenso ihre Summe 



A A' a" 



convergirt. so convergirt auch die Summe 



I n 



? 



für alle Werthe von j\y die ihrem absoluten Betrage nach nicht 

grösser als beziehlich ? . V — s ™'- Bezeichnet man in den Reihen- 
Ausdrucken von ?.?'.?"..'.... die Coefticienten von a a //... be- 
ziehlich durch a„ a . a' < . a" ä und setzt 






so hat jede der Grössen ^ a ß, ... einen endlichen Werth, und 
es ist für die genannten Werthe von x,y. ... die Reihe 



Zj * . ? *' y *" 



nicht nur convergent. sondern auch gleich der Summe 



?f ?'+ ?"-h 



Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus dem vorhergehenden und 
aus dem Begrifl'e einer unbedingt convergent en Reihe. 
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3) Wenn von den beiden Reihen 

jede für alle Werthe von #,*/,..., die dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als beziehlich € ,?} , ... sind, convergirt, 
so ergiebt sich aus dem vorhergehenden Satze, dass auch die 
Reihen 

2^*'.ß , .... A *",ß",... ;|, V---)> (a'-ha"=ct.ß'+ß",=ß, . . .) 

für dieselben Werthe von x, //.... convergent sind, und beziehlich 
die Summe, die Differenz und das Product von 9 und y x darstellen. 
Daraus ergiebt sich, als weitere Folgerung: 

4) Wenn 9 ? 9 p y., f beliebig viele Functionen von x,y, ... sind, 

die sich nach ganzen positiven Potenzen dieser Grössen in Reihen 
entwickeln lassen, und F ist eine ganze rationale Function 
von 9,9 P 9.,„ , so ist die Reihe, welche aus F durch Sub- 
stitution jener Reihen für 9,9 P 9 2 , und durch formelle Ent- 
wicklung nach Potenzen von x,y<... hervorgeht, stets un- 
bedingt convergent und ihre Summe gleich F für alle 
diejenigen Werthe von x,y, ..., für welche die Entwicklungen 
von 9,9 r 9 2 , sämmtlich unbedingt convergiren. 

5) Ist aber F eine Function von 9,9 p 9 2 , , die sich in eine un- 

endliche Reihe 

2<W....**»tö 

entwickeln lässt, und man setzt statt 9,9 p 9 2 , ihre Reihen- 
Ausdrucke, so gelten hinsichtlich der Convergenz der Reihe, 
die man aus der vorstehenden durch Entwickelung derselben nach 
Potenzen von x, y. ... erhält, folgende Bestimmungen. 

A) Es convergire die ursprüngliche Reihe für F, sobald 9,9 P 9 2 , 

ihrem absoluten Betrage nach kleiner sind als beziehlich p, p, , p 2 , 

und es seien ^^j?^ die Reihen» in welche 9,9 P 9 2 , über- 
gehen, wenn man jeden Coefficienten der letzteren durch seinen 
absoluten Betrag ersetzt; ferner sei f(x,y,...) die Reihe, in 
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welche F durch die angegebene Substitution übergeht, und £,rj, ... 
seien wieder die absoluten Beträge von a,//, ... ; alsdann convergirt 
f(jc, //,...) und es besteht die Gleichung 

^(T??n?a )-/Or»0>— ) 

jedenfalls für alle Werthe von jr,//. . ... die den Bedingungen 



Genüge leisten. Wenn daher 9(0,0....), 9,(0,0,...), 9 2 (0,0,...). 

ihrem absoluten Betrage nach kleiner als beziehlich p, p,, p 2 , 

sind, so wird die Reihe /'(.r,//, ...) wenigstens für ale Werthe von 
x, y, . . . , deren absolute Beträge gewisse Grenzen nicht über- 
schreiten , convergiren. 

B) Convergirt die Reihe, in welche F nach Potenzen von 

9,9 P 9 2? entwickelt werden kann, für alle Werthe dieser 

Grössen, so convergirt die Keihe /'(.'.//. ...) und es besteht die 
Gleichung 

/V.//. ...) - *\? ? ¥ r 9 2 ) 

für alle diejenigen Werthe von x, //,..., für welche die Reihen- 

Entwickelungen von 9. 9, ,9., sämmtlich unbedingt convergiren. 

Anm. Es ist wohl zu bemerken, dass die vorstehenden Sätze (2 — 5) 
nicht unbedingt umgekehrt werden dürfen; man darf also z. B. nicht be- 
haupten, in dem zuletzt betrachteten Falle convergire f(xj/*...) nur 
für solche Werthe von r,//. .... für welche die Entwicklungen von 

9.9,. 9., sämmtlich convergiren. Die Sätze geben daher, obgleich sie 

sich bei vielen Untersuchungen nützlich erweisen, keineswegs die wahren 
Kriterien, nach welchen über die Convergenz von Reihen, die nach ganzen 
positiven Potenzen einer oder mehrerer Veränderlichen fortschreiten, 
entschieden werden kann. Diese Kriterien müssen vielmehr aus einer 
andern Quelle abgeleitet werden; wie ich dies bei einer andern Ge- 
legenheit zu zeigen gedenke. 

Ich betrachte jetzt, um den ersten der oben angegebenen Sätze zu 
beweisen, die Function Fc{u). und beschränke die Veränderlichkeit von 
n zunächst auf solche Weit he. deren absoluter Betrag kleiner als eine 
beliebig angenommene ganze positive Zahl m ist. 
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Man hat 

*<"-n (/,)(> on (,*,)(•■ ■■:) 

a— l OL— in 

Setzt man nun 

n !(„!,)('-:')!-- n iU ^ ,) o ^„)h *<<•-> ■ 



a=»t ■ a=u 

so ist 

a— -4-- 



log T («,m)-=2 ! -»^C 1 : J.J : ^O a _" MJ ) 

a=-h->^ a— -+-oo. . . rt , et . 

Zj )2j ■ 7a" 

a=o r a=j a(a //>) ' 



Es sei femer 






und 



a=2 a(/// : a) 

so dass '^aOO aus der Reihe ? a (V) dadurch hervorgeht, dass man in dieser 
jeden Ooefficientcn durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Dann wird 
sich nach dem zweiten der vorstehenden Sätze 

lojr^H.w) ?,("> rj(") r n ( ft) ■ '•• 

nach Potenzen von m in eine convergirende Reihe entwickeln lassen, wenn 
die Summe 

<x=-ie.- a- ■+<■.- il - - -I — - rt 

für jeden positiven Werth von //. der kleiner als m ist, einen endlichen 
AVerth hat. Dies ist in der That der Fall. 
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Es ist nämlich 

0t— 4-oo a=+oo 

a=o (ih -i a) m a=o ^1 4- - ) 

und wenn man in der letzteren Summe das (n-f l)te Glied durch * w 
bezeichnet: 



M-l\ a /. . 1M-K« 



, (l + " ." f Y (i -! '" " ü) 

*/? \ w / \ w / 



1 



a 



— i • • • 



£ A , n \ a /« . w *\ a M 



also wenn 



a=-H» 

1 



2j ; a\ü ' 

ot=u ( 1 -! ) 

\ im/ 



gesetzt wird, für a ^ 1 nach (§5 VII, 2) N a eine endliche Grösse, die 
abnimmt, wenn a wächst; woraus, da 

ist, das Behauptete unmittelbar folgt. 

Nach dem fünften der obigen Sätze (Art. B.) lässt sich nun von 
den beiden Factoren , in die Fe (?«■) zerlegt ist , der zweite , welcher gleich 

ist , nach ganzen positiven Potenzen von n in eine Reihe entwickeln , die 
sicher für jeden der betrachteten Werthe von u convergirt; der erste 
Factor aber ist durch eine beständig convergirende Reihe von derselben 
Form darstellbar. Es ergiebt sich also , nach dem dritten der angeführten 
Sätze , für Fe (u) eine nach ganzen positiven Potenzen von u fortschreitende 
Reihe, welche jedenfalls convergirt, wenn der absolute Betrag von u 
kleiner als m ist. Die Coefficienten dieser Reihe sind aber von m un- 
abhängig; da man nun diese Zahl beliebig gross annehmen kann, so muss 
die in Rede stehende Reihe für jeden endlichen Werth von u convergiren; 
w. z. b. w. 

Was den zweiten der obigen Sätze angeht, so bemerke ich zunächst 
Folgendes. 
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Wenn y eine positive ganze Zahl ist, so kann die Facultät (u,-\-x) y 
in eine endliche Reihe von der Form 



. 2 

f u u 



entwickelt werden, wo sich die Coefficienten (y) v (y) 2 , ... als ganze 
Functionen von // darstellen lassen. Nimmt man für y eine beliebige 
Grösse an, so verwandelt sich die vorstehende Formel in eine unendliche 
Reihe. Ist y eine negative ganze Zahl, so lässt sich leicht zeigen, dass 

diese Reihe für alle Werthe von u.x, bei denen der absolute Betrag 

x 
von — unter einer bestimmten , von y abhängigen Grenze liegt , convergirt 

und ebenfalls gleich (tt, urf ist. Man hat nun angenommen , dies müsse 
auch für nicht ganzzahlige Werthe von y der Fall sein, und es hat 
namentlich Ot tinger in der oben (S. 189) angeführten Abhandlung bei 
seinen Deductionen die in Rede stehende Reihe vielfach benutzt. Aus 
den nachstehenden Betrachtungen erhellt indessen , dass die Reihe, wofern 
// keine ganze Zahl ist, niemals convergirt, welche Werthe man auch 
den Grössen u, x, beilegen möge. 
Wenn eine Reihe von der Form 



OL— -hOO 



2 *«*" ' 

a== — oo 

wo a eine veränderliche ganze Zahl bedeutet, für jeden Werth von x, 
dessen absoluter Betrag zwischen zwei Grenzen a und b liegt, convergirt, 
so giebt es, wofem man x auf irgend einen, ganz innerhalb des Convergenz- 
gebietes der Reihe liegenden Bereich beschränkt, in demselben stets nur 
eine endliche Anzahl von Werthen, für welche die Reihe den Werth Null 
annimmt. Der strenge Beweis dieses Satzes, von dem man bei manchen 
Untersuchungen Gebrauch machen kann, lässt sich aus den oben auf- 
gestellten Convergenz-Sätzen ableiten; was ich jedoch hier der Kürze 
wegen übergehe. 

Dies vorausgesetzt, werde in der obigen Reihe (was unbeschadet der 
Allgemeinheit geschehen kann) x = 1 gesetzt, für y irgend ein bestimmter 
Werth angenommen, und unter u zunächst eine positive reelle Grösse 
verstanden. Angenommen nun, die Reihe convergire für irgend einen 

16 
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bestimmten Werth n u von //, so wird dies auch für jeden grösseren Werth 
der Fall sein und es ist unter der Bedingung, dass u zwischen den Grenzen 

i( n und ■■■' angenommen und hei der Bestimmung der Potenz u v dem 
Logarithmus von u sein reeller Werth beigelegt werde, 

*f(") " V jl i (//)i" ' (!/\»~' ■•• } 

eine eindeutige und eontinuirliche Function der Grösse n. 
Wenn // eine ganze positive Zahl ist, so hat man 



?('/ : 1) - <f(m). 



also 



',f v f„\ ,i ? ' '. Mii^" 2 .; ...! 1/ !/»i I^./mW»-!^" 1 -! 



Entwickelt man. // als eine unbestimmte Grösse betrachtend, beide Seiten 
dieser Gleichung in Reihen, die nach fallenden Potenzen von u fortschreiten, 
so müssen die Oeffieieiiten der einen Reihe den gleichstelligen der anderen 
Reihe für alle positiven ganzzahligen Wert he von y gleich sein; woraus 
folgt, dass sie identisch einander gleich sein werden, weil sie nämlich 
sämmtlich ganze rationale Functionen von // sind. (in der That ge- 
langt man. wenn man die angedeutete Rechnung ausführt, zu den be- 
kannten Ausdrücken von (//),,('//).,. ...). Mithin muss die in der vor- 
stehenden Gleichung ausgesprochene Relation 



<F(/i • 1) -=- ?(»f) 

n 



gelten, sobald nur die genannten Reihen beide convergiren; was bei den 
obigen Annahmen sicher der Fall ist, wenn n nicht nur > ?* , sondern 
auch 1 ist. 

Aus dieser Relation ergiebt sich, wenn n eine beliebige positive 
ganze Zahl bezeichnet, 

t((ti 4- 1 > ... (w - : u ■■- \) 
" -4 y)(u . // 1) ... (M.-I- */-- n — l) 



Über die Theorie der analytischen Facultäten. 243 

oder , wenn F(u , n) dieselbe Bedeutung hat wie im Anfange des § 6 . 

^ ) F{n-r y ,n)(u i »)»' 
Es ist aber 

n=oo (u -t- n) 

und daher (§ 6, Gleichung 46) 

. Fein) 

wenigstens für jeden Werth von u f der > w und zugleich > 1 ist. 
Aus dieser Gleichung folgt, wenn man 

cfj(u) = 1 -+• (y\ u~ ] -i (y\u~ 2 - 



■ • 



setzt , 

1 riJc (u ) _ 1 dFc (m -r ?/) _ y ^ _1_ _^P,< M) 

Fe (u) da Fc(n-i-y) du u y x (n) du 

Der Ausdruck auf der linken Seite der letzten Gleichung lässt sich 
nun in eine nach ganzen (positiven und negativen) Potenzen von u fort- 
schreitende Reihe entwickeln, welche jedenfalls convergirt, wenn der 
absolute Betrag von u grösser als u ist; die Coefficienten dieser Reihe 
müssen aber, da die Gleichung für jeden zwischen bestimmten Grenzen 
liegenden reellen Werth von u gilt, nach dem oben angeführten Hülfs- 
satze sämmtlich gleich Null sein. 

Daraus folgt, dass die vorstehende Gleichung für jeden 
% (reellen oder complexen) Werth von te, dessen absoluter Betrag 
grösser als u ist, besteht. Dies ist aber nur möglich, wenn y eine ganze 
Zahl ist. Nimmt man nämlich eine ganze positive Zahl n , die z> ?« ist, 
so an, dass 9 2 (— w) einen von Null verschiedenen Werth erhält, und 
setzt u = — n, so reducirt sich die linke Seite der Gleichung auf 






16* 
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und dies Product hat stets einen von Null verschiedenen Werth, wenn 
y keine ganze Zahl ist. 

Hiernach ist die Annahme, dass die Reihe 

" ,V (l - (z/),"" 1 - (//) 2 "~ 2 }♦ 

wenn der Grösse y ein nicht ganzzahliger Werth beigelegt wird, für 
irgend einen endlichen Werth von u convergire, unstatthaft. 

Damit soll jedoch keineswegs behauptet werden, dass die Differenz 

zwischen in. : \) y und der Summe mehrerer der ersten Glieder der vor- 
stehenden Reihe, wenn h ohne Ende wächst, nicht kleiner werden könne, 
als jede gegebene Grösse. Indessen leuchtet ein, dass sich aus der in Rede 

stehenden Reihe hinsichtlich der Facultät (//, - x) y , namentlich was das Ver- 

x 
halten derselben betrifft, wenn der Quotient unendlich klein wird, ohne 

u 

Betrachtung des Ergänzungsgliedes, welches der Reihe hinzuzufügen ist. 
sobald man sie mit irgend einem Gliede abbricht, durchaus keine sicheren 
Schlüsse ziehen lassen. Ein brauchbarer Ausdruck für dieses Ergänzungs- 
glied dürfte sich aber nur mit Schwierigkeit ermitteln lassen. 



8. 
Ich gehe jetzt zu den Ent Wickelungen von 

(u-*-kj-x) y und (m — k 7 — x) y . 
sowie von 

\og(u,+x) y und logOf, x) y 

über, welche in dem erwähnten Crelle'schen ,,M6moire" aus der 
daselbst als allgemeine Tay lor'sche Reihe aufgestellten Entwiekelungs- 
formel hergeleitet worden sind. In der Gestalt, wie diese Ent Wickel- 
ungen dort gegeben sind, ist ihre Richtigkeit ausser Frage, indem sie 
identische Umgestaltungen der darzustellenden Functionen sind, und 
dem allgemeinen ??ten Gliede jedesmal der ergänzende Rest beigefügt ist. 
Anwendbar sind sie jedoch nur, insofern sich dieses Ergänzungsglied 
der Grenze Mull nähert, wenn n ohne Ende zunimmt. Ob dies der 
Fall sei, lässt si<h in den meisten Fällen aus der Betrachtung des 
Ergänzungsgliedes selbst nur schwer erkennen, (es dürfte vielleicht 
möglich sein, den in Rede stehenden Rest durch ein bestimmtes In- 
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tegral auszudrücken, welches eine leichtere Beurtheilung seines Betrages 
zuliesse), indem der am angeführten Orte zu diesem Zwecke aufgestellte 
Satz, wie es von dem Verfasser selbst in einer späteren Abhandlung über 
denselben Gegenstand bemerkt worden ist, nur dann gilt, wenn die Reihe 
mit irgend einem Gliede abbricht. Aus dem blossen Umstände aber, 
dass die Summe der n ersten Glieder, wenn n ohne Ende wächst, sich einer 
bestimmten endlichen Grenze nähert, lässt sich bei einer Reihe von dieser 
Form nicht schliessen, dass sie der zu entwickelnden Grösse gleich 
sei. Denn gesetzt, es bestehe für eine bestimmte Function F(x) und für 
alle einem gewissen continuirlichen Bereiche angehörigen Werthe von x 
und x-rk wirklich die Gleichung 

fej ((1,-M) V * V ) 

wo ol eine Constante bedeutet und l\x — ol zu nehmen ist; so sei ty(x) eine 
der Bedingung 

ty(x -\ a) -= ']f(x) 

genügende Function und 

F,(x)-=^{x)F{x). 

Dann convergirt, indem 

tLFAx) = ty(x)tkF{x) 
ist. für die genannten Werthe von x und x-\-k auch die Reihe 



. ,, V A V 



fei ( (1,41) a 

dieselbe ist aber gleich ty(x)F(x'+k), also nur dann gleich F^x+k), 
wenn 

ty(x~\-k) -**ty(x) 

ist, was bei einem bestimmten Werthe von x nicht für alle einem con- 
tinuirlichen Bereiche angehörigen Werthe von k stattfinden kann. 

Wenngleich hiernach die Benutzung der in Rede stehenden Ent- 
wickelungsformel in den meisten Fällen nicht ohne Schwierigkeit ist, so 
bleibt sie doch jedenfalls ein treuliches Mittel, um für manche Functionen 



-4») l'her «lie Theorie dt»r analytischen Favultäteu. 

auf einem natürlichen und directen Wege Reihen-Ausdrucke zu erlangen, 
von denen man, nachdem sie gefunden worden sind, in vielen Fällen ohne 
Schwierigkeit nachweisen kann, dass sie die zu entwickelnden Grössen 
wirklich darstellen. 

Für die Function (h, ■+ x) y hat man, wenn man das Zeichen A auf 
a bezieht und A u - - x setzt : 

a/ . \V (ii f +a?) y 

Au(,4-#) — t/# — . 

Aber es ist 

v»/--i , * -1, v v ('<,-! a:) y 
(// i r, i ;*)' ---(«+a\-{ :f) (!(,f/r^ '- J -"1 

also 

(85.) A(*e, ! a\) v - yxOf-l-sr;. 4-;r) !/ ! . 

Durch mehrmalige Wiederholung derselben Operation folgt hieraus: 

(HG.) A W (/r f + a/ - x w (?/, - l) w 0(-| wx, 4 x) y ~~ n . 

Aber es ist 

0/ - ?/o", ^/ = -" (" ; nx i x ) ( u ! ~+~ x ) = --'*- > 

(m,+o:) w 

also 

fu- \ \ n S \V W/ t\«( M > • ^) y 

(ti,-i *•) 

Für die Function (u , — a') y erhält man, wenn man inderersten Formel (70) 

(u u\- xf — («, x) y yx 

{u.-SjP "" " 

u ~ x statt u setzt und A?t ---= r nimmt. 



A(M f -^) -= tt - + ^(te -:-;*',--*) =yx(w f -a;) , 
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woraus weiter 

(88.) ± n (u,-x) y -*"(,/, -l/V- xf " 

• n, ,.« (f« ? - x) y 

= x (0,-1) n 

(u — yx- 1 x, x) 
folgt. 

Die angeführte Entwickelungsformel giebt nun 



(89.) (u k, - x) y 



»' /i \W 



M " m 1.2 «(« ;-*) (l, 0" Of,-f ,•/' 



7i' w . 



wo i? w das Ergänzungsglied bezeichnet, auf dessen Ausdruck es liier nicht 
weiter ankommt. Wenn y eine positive ganze Zahl ist, so bricht die Reihe 
mit dem (</-f-l)ten Gliede ab und giebt den vollständigen Ausdruck für 

(u-f k,-\-x) y . In jedem andern Falle aber ist die Zahl ihrer Glieder 
unendlich, und es ist zu untersuchen: 

erstens, unter welchen Bedingungen die Reihe dann eine endliche 

Summe habe; und 
zweitens, ob diese Summe wirklich gleich (n ; fr, - x) y sei. 
Es werde (für n = , 1 , ... -f- oo) 

(1,-r-l)* (iti^xf » 

gesetzt; dann ist 

*n __ y — n+l k — nx-\x ( M.~~*\(\ k ^ x \(a tl 'V* 
t ni n u~\-nx~ x V n / V nx / V nx ) 

■t -f- — -* - 1 

« 1_- *- ... 

w 

y=- 4-oo 

Die Reihe 2*v * iat daher nach dem Satze (§ 5, VLI, 1) eine endliche 
Summe, sobald der reelle Theil von 

a k 
positiv ist. 
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Nun ist, wenn x = 1 gesetzt wird, 

v v+k 

(u + k,+if _ _j»vr i) 

(u, + lf ( tt , + !)%, + !)* 

Bezeichnet man diesen Ausdruck durch <?(u), so ergiebt sich (nach 
Gleichung 57) 

/ ■ u (w + y 4-*)m . . 
(w 4- y) (t* 4- *) 
und (nach Gleichung 58) 

Lim. <p(m + w) = 1 

W=-K>o 

Setzt man daher 

v=4 ~ l (y,- i> ¥ (*-D v | 



So ((1,4-1) (tt, 4-1) * 



so ist zu untersuchen, ob bei bestimmten Werthen von y,k für alle die- 
jenigen Werthe von w, für welche die Reihe convergirt, ebenfalls die 
Relation 

sich ergebe. Ist dies der Fall, so hat man 

?!<" + __ Ti(u) . 
9(tt + i) '" <p(ic) ' 

woraus weiter, für jeden ganzzahligen Werth von w, 

y t (u 4- n) _ y t (tt) 

folgt. Daraus folgt, da auch Lim. 9,(1*4- w) = 1 ist, 

W=-f-oo 



9i(*0 = *00> 
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(1. h. es besteht die Gleichung 

(90.) ^ M) 



(<«,+ lf(n, f -1)* 
?/. 1.2.?f(^-f 1) 1.2.:*./f(u - l)(?f ■ 1) 

für alle diejenigen Werthe von //, y, Ä\ bei denen u~ y \ k eine postive, 
oder auch eine complexe Grösse mit positivem reellen Theile ist. 

Wird dann — statt u und - statt k gesetzt, so ergiebt sich die Richtig- 
keit der Gleichung 

(91.) (u-ik.+x? 

' \ ' II ' 1.2.// (// : j) 1.2.ll.U{U- : . X){ll i % 2x) \ 

für die angegebenen Werthe von u. x, //, fr, bei denen die Reihe convergirt. 

Die fragliche Relation für ¥ x {n) lässt sich aber folgendermassen er- 
weisen. 

Es ist, wenn man in dem obigen Ausdrucke £ v der Grösse x den 
Werth 1 beilegt, 

V=- +-oo 

und aus dieser Gleichung ergiebt sich 



?,(» + 1) = «2 „ 



V--4-00 / 



indem sich f v in f v verwandelt , wenn ie -f- 1 statt u gesetzt wird. 

Nun ist aber 

(// ._ v)ffc_- v) 

'+ 1 (V : l)(?/^V) V 

tM V (//-v)(fr V) v + 1? 

also 



V=-f-co 



Cv j n«i/ v=-ko s, n f v 4°o V// / 

» („. + 1) ,= y l 'S* i „ y . . ' . _ y . 
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indem in der letzten Reihe das Glied, in welchem v = ist, sich auf 
Null reducirt. Es ist aber 

V?6 i<(yJrl) ?f(A'-hl) 



(y-V-f-l)(Ä-V+l) (lc-y)(ij-y-i-i) (y-^fc-v+l)' 



und daher 

Ferner ist 

/ \, (vfl)0i-hv) / 

<y-v)f v = v — -^- -'t v+1 , 

also 

55/ ~ ^°(v-M)(w-f v)/ v+1 ^v(«f.^v- l)f 



mithin 



Aber es ist 



2/ V(« + V-K 






mithin 

V==h-oo v=+oo 



(fc + l)(tt-h*) 

oder 



S(- + y + *K-S ^J|P<,-o, 



Zj X- — v - i- i " "'«-+■& T,( "' ) ' 

Vertauscht man in dieser Gleichung Ar und y mit einander, so erhält man 
weiter: 

JK^fo-f i)f v H + y + Ä- , , 

> . -= qp. («) , 
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und durch Verbindung beider Gleichungen, indem 

ist, die zu beweisende Relation 

TlV ' (m 4- y) (u 4- fc) 1V ' 

Die Formel (90), eine der wichtigsten in der Facultäten-Lehre, findet 
sich in der oben (Seite 225) erwähnten Abhandlung von Gauss, wenn 
auch in etwas anderer Form; ich habe sie hier hergeleitet, ohne die allge- 
meinen Relationen, aus denen sie dort hervorgeht, vorauszusetzen. 

Die Reihe für (u 4- A, — x) y lässt sich auf ganz ähnliche Weise finden, 
noch leichter aber aus der vorhergehenden herleiten, indem nach der 
ersten Formel (82) 

(w + i,- x) y = (u 4 k — (y- 1) x, 4-#) y 

ist, und daher in (74) nur (u y -\-x) y in (u -{y— l)x,+x) y =(u,— x) y 
zu verwandeln und in der eingeklammerten Reihe u—(y—l)x statt u 
zu setzen ist. Da nun aber, nach (73) u. (78), 



(u ,-x) (u , - xf = ( M , - x f~ n 



(u — (y — l) x, 4- x) n (u — yx + nxj — x) n 



ist, so ergiebt sich 



(92.) (u+k-xf = (w,-x) y 4 y(a-x) y - l k 4- ^^ (ti-x) y ~ 2 k(k-x) 

+ y(y " 1 S?" 8) («rrt-,)(*-2,) + - 



Dem Obigen zufolge gilt diese Reihe für alle Werthe von w, x, y, k } bei 

^ i ii m. -i w — (y — l)x-hk u-\-k ... 

denen der reelle Theü von -- - 1 y= --i 1 positiv ist. 

x * x 
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Dagegen ist die von Kramp u. A. aufgestellte Gleichung 






Vr_U 



zu welcher man gelangt, wenn man (n-h/r,- l) y auf ähnliche Weise, wie 
im Vorhergehenden entwickelt, aber Ah = — 1 setzt, im Allgemeinen 
unrichtig. 

Weil nämlich 

(u,-lf (A\-hl) = -— - g 

(mh y -K-l) y (1-«— y.-f l) v 

ist, so hat in Folge der Gleichung (91), wenn in dieser 1—u—y statt w, ferner 
— ä statt k und #'=1 gesetzt wird, sobald der reelle Theil von 1—u—k 
positiv ist, die Reihe auf der Rechten der vorstehenden Gleichung 
den Werth 

(i-n-t/,-H) y (-u<-i y 

Es ist aber*) 

(m, -f ■ i) y JV (m) JV (l - w. ) sin (u n) 



(_ w? - if Fe (h -t- y) Fe (1 - u - y) sin(n -f ^)^ " 
und es ergiebt sich demnach an Stelle der obigen Gleichung die folgende 



V ' S !(l,-fl) i smO^^Tu shi(h-^A-)w ' '' 

wie dies bereits Ohm**) bemerkt hat. 

Man hat hier ein treffendes Beispiel zu dem oben Gesagten, dass 
man beim Gebrauch der Formel 

Flu lK\-Viu\ mU) k ** F ( U) *<*-*"> , A " f( ") (k ' ln)H R 

au. au * au (l)-Hl) 



*) S. d. folg. §. 
* ) System der Mathematik, TW. 2, S. 89. 
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nicht schliessen dürfe, es sei i2 M =0 für 11 = 00, sobald die Summe der 
n ersten Glieder bei stets wachsendem Werthe von u sich einer bestimmten 
Grenze nähert. 

Aus (91) folgt 

'(n + k,+x) y ^\ y , y(y-l) k-x ^y(y-\)(y-2) (k -x)(k-2 x) [ 



k ^ (u, +*)■'> ' 



k\ t n + x \y / u 12 n(u,x) 1.2.3 u(w+a;)(tt-f 2<r) 



Nimmt man nun an, es sei der reelle Theil — h y positiv, und lässt 
k unendlich klein werden, so ergiebt sich: 

(94 ) ^ log(?( ' + x)2/ y y ( y ~ l) x . y ( y ~ l) { y ~ 2) 2a: 



2 



du u 1.2 w.(m4 rr) 1.2.3 u(n + x)(u-'r2x) 

4 . ( _ ir 1 (y.jjf fkiiC ^1 _, . . . 

(1,4-1) (tt,4-ar) 

_ y _ y( y-0 # _, y(;/-i)( y-2) x 

H 2 u(u4 x) 3 u(lt-\-x) (tt 4-2x) 

Nun folgt aber aus der Formel (87), wenn man in derselben n— 1 statt 
n und u-i-x statt ?e setzt: 

(95.) A (u + x^x) = (.?/, -1) - - 7 n _ 1 , für Aw = a;, 

(n4-a?,4-#) 

und hieraus, wenn man y = —l setzt: 

w _i m-1 

(96.) A ^--J-(_i) _J £ _ — , f ur Au = #; 

U (w, 4- a:) 

folglich ist 

(97 ) öiogOc,^/ j^ _ yiy^i) \/i\+y(y- 0(y.-- 2) a V L^ ^ 

v "' öw u 12 V?(V 1.2.3 W 

(1,-M) W U ' 



• • • 



• « • 
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Legt man nun, bei gegebenen Werthen von x, y, der Grösse u nur 

11 
solche Werthe bei, für welche nicht nur der reelle Theil von — -hy, 

11 

sondern auch der reelle Theil von - positiv ist, so sind die Ausdrücke 

auf beiden Seiten dieser Gleichung stetige Functionen von u, und man 
erhält durch Integration: 

(98.) logK-f *)"=- y log» + «fcl*- Alog« -! y^-^y-- 2) - A 2 log». + 

_| ^ _ ^ A l0g?f -; • • • , 

(1H-D 

in welcher Gleichung die Werthe der darin vorkommenden Logarithmen 
folgendennassen zu iixiren sind. Man bestimme den Werth von loga; so, 

dass e y ogx gleich der in dem Ausdrucke (60.) von {u,-+x) y vorkommenden 

Potenz x y ist. Ferner setze man, wenn w eine Grösse ist, für welche 

w 
der reelle Theil von — einen positiven Werth hat, 

X 



log?r - logrr ] 1°^( ,) 



w 
und lege dem Logarithmus von - dessen Hauptwerth*) bei. Dann wird 

einer der Werthe von log(?<, \-xf durch die Formel 
y logrr !•- log/f ~ log(u-r xy) - ]£] jlog (?(■■: aar) log(w -f (// a.r)) -f- // log(l ) 

a=i ' a 

(wo dem Logarithmus von 1 4 — sein reeller Werth beizulegen ist) dar- 

OL 

gestellt, und dieser wird durch die Gleichung (98) gegeben, wenn man 
auch in dem Ausdrucke auf der Hechten die Werthe der Logarithmen 

log//, log(?f x)Ao%{n \-'la -■■ 



*) Ist l £ine positive und i\ eine beliebige reelle Grösse, so ist der Hauptwerth 
von log & -f- 1\ i) gleich — log (g * -+■ i\ *) •+■ i arc. tg f-j) » wo dem Logarithmus von (§ 8 -+- ig *) 

sein reeller Werth beizulegen und der Arcus zwischen — g- und -+- -y anzunehmen ist. 
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aus denen die Glieder desselben zusammengesetzt sind, so, wie bestimmt 
worden ist, fixirt. 

Auf diese Weise definirt, sind nämlich beide Seiten der genannten 
Gleichung stetige Functionen von u, welche der Gleichung (97) zufolge 
nur um eine von a unabhängige Grösse von einander verschieden sein 
können. 

Setzt man ferner -, unter v eine ganze positive Zahl verstehend, u = v#, 
so werden die Grössen 

y 2 

log(?f,4-;r) — #log?<, Alog*f, A logn, . . . 

sämmtlich unendlich klein für einen unendlich grossen Werth von v; es 
muss also die genannte Grösse gleich Null sein. 
Da 

i/4-v y v v y 

(u,-h#) = (w,-h x) (?( — yx,-\ x) = (w,-j- x) (a -■ vjy-r x)' , 
also 

v 

(Ui+x) = — J ■— (u -:- vr,4-rr) 

(u -I- yx.-\ x) 

ist, und man die ganze positive Zahl v so gross annehmen kann, dass 
die reellen Theile von 

u , u 

v und — hv-hy 

beide positiv sind, so folgt, dass die Formel (98) in allen Fällen zur 
Berechnung von (w,-f-r) v ausreicht. 

y i 

Aus der Gleichung (n , — x)= — ergiebt sich ferner, wenn 

(u -f-ar,-har) y 
die reellen Theile von 



— hl, und — *- 1 — y 
xx 



beide positiv sind: 



(99.) log(tt,-g) y :=ylog(u^ 

n— l (j/ -4- 1) n— i 
h (— 1) vy * 7 A log(u -ha:)-! • • • , 

0,-hl) 

wo wieder, wie in (97), Au = # zu setzen ist. 
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■ 

Ferner hat man 



(?/, — oc) = {tt,—3c) (n-f-yrr, — oc) = -— 

(ie-f yx-rv, 4- #) 

.V 



v ' 



( m, — #) — ( >/, rr) (?M v.?\ r) -^ 

(?6-kT, -r CT) 



V 



also 



(100.) (?«, - CT) -rr- ^ . (h r va\ - X) , 

und es lässt sich wieder in allen Fällen v so gross annehmen, dass die 
Formel (99) zur Berechnung von {n, — x) y benutzbar ist. 



9; 

Um eine Anwendung der im vorhergehenden Paragraphen entwickelten 
Formeln zu geben, will ich daraus die Ausdrücke der trigonometrischen 
Functionen durch Facultäten herleiten. 

Man hat, wenn sin?f = * gesetzt wird, 

3 5 7 

1 2- . 1.3 -8- . 1.3.5 Z . 



2 3 2.4 5 ^ 2.4.6 7 ' 



i 



für alle reellen Werthe von u zwischen den Grenzen — - n und -f - - rc, diese 
selbst nicht ausgeschlossen. 

Substituirt man nun, unter m eine ganz beliebige (complexe) Grösse 
verstehend, den vorstehenden Ausdruck von u in die Reihe 

2 o : * 

2 U , .,» u min 



1 -: (mi)n -f- (mi) ^ 2 ~ (mt) j-^ -i e 



* 



und entwickelt dann die Formel nach Potenzen von z, so muss die daraus 
hervorgehende Reihe, die von der Form 

a - -hoc «--. - t-oo 

a=0 a=o 
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ist, in Folge des Satzes (5, B. d. § 7) ebenfalls für alle jene Werthe von 
u convergiren, und die Gleichung 



a=-foo 

. a 
U 

ot=0 



mui v^ . ol 

e = 2^ # a sin 



bestehen. 



Nachdem auf diese Weise die Bedingung, unter welcher die vorstehende 
Gleichung gilt, festgestellt ist, kann man sich zur Bestimmung der 
Coefficienten a a irgend einer passenden Methode bedienen. Man erhält z. B. 
durch zweimaliges Differentiiren der Gleichung nach n, indem 



*™Ll -^asin^ucosu, 
du 



(l Sin U „(„ l\ u Jn a - 2 «pno 2 « . e { n 2 ,. 

= a^a — ljsm u cos u — asin u, 

du 



a— 2 2 . a 



ist, 



a— l)sm u — a sin u 



a=-hoo 

2 mui \n / / i x • a — 2 2 . a \ 

nie = >a a (a(a — l)sin u — a sm u) 



a=4-oo q=- 4-oo 

2 ((«+2)(a + Da^sin'it) - 2 («* 



oder 



a=-4-oo 

1 / 2 



mui \T* 1/2 / , «w <rt \ \ • ol 

e --= V — 2 (a a a - (a -j- l)(a - 2) a a+2 ) sin u ; 



es muss also 



oder 



- 2 («\-(a4 l)(«-f2)a a .„)-=fl a . (* = o, 1, \-oo) 

m 



2 2 

a — w 



«+ 2 (a+l)(«+2) 
sein. 



17 
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Hieraus ergieb't sich (für v — , 1 . • • • - oo) 



(i^-0'(- S ,w '-0 



a 2 V = 



v/1 



<1,+1> v (-j,-m) 



(2,-1 2) V (1. I 2) V 



v(m,-2) v (m,! 2) v 

^= ( 1) - .,v" ' 



V „ i i . V 



m({m- l , - l)(- [ w* --j ^-l) 

(1,4-1) (|, + l) 



_ v mi(m- 1, ^2) v (w7_-^ 1, 4 j*) V 

— (— 1) - 2V-+-1 

0,4-1) 

indem dann wirklich 



a 2v_ _ _ (m - 2(v - l))(m + 2(v - 1)) _ (2v - 2) — m' 
a 2 ~ 2 ~ (2v - l)2v ~ T2v-"l)2v 



2 2 



Vi _ _ (m - 1 — 2(v - i))(m ~h 1 -f- 2(v - 1 )) _ (2v-J) -m 
a 2v _, ~ 2v"(2v-fl) ~~ "~2v(2v~-hi)~ 

ist, und durch Substitution der Reihe n = sinw-i ••• in die Reihe 
für e mui sich a =l,aj=mi findet. Man hat daher 



v= W-i. m _ !) v (_ |m,-l) _ 



(101.) COS WH = 2J ) v SU1 " 

*-» ' ( i, + i) v (i.,-i.i) 



V=-l-oo v v 



2 H> 



v (M,-2) (W, + 2) ..2V 



2V 

>=o l (1,H-1) 



sm n 
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v 



V 



(102.) 



sin»/// - /y/^j *"" 



/=o ( 



2V-4-1 , 

sin u 



ü,-t-D( 2 ,+i) 



V=^4-oo v v 



v=u 



a,+i) 



für jeden Werth von m, und für alle diejenigen reellen Wertlie von w, die 
nicht ausserhalb des Intervalls — 2 « und + ö ^ liegen. 

Setzt man nun w = «w, und 2 m statt /», so erhält man durch Ver- 
gleichung der so sich ergebenden Ausdrücke von cosm^, sinmrc mit der 
Formel (90), indem man in dieser m = «t, y = m, ä = — m, und auch 

« =*■ o > # = w -öi Ä = m - b setzt: 



(103.) 



cosmrc = 



(-i.-ra.+o 



-rw 



sin t/m = 



««(i,+o ' 



(f.+'r 5 d,+o 



— w — 



2 



oder, weil 



3 



l 



(■f' + =3— = 2 ' 



- 3 -2 



d,~ D -a,-i-i) 2 (^-i-i) 



m— -5- 



ist, 



(104.) 



— m 



2"/ 3 



1 
— m—-7 



(i.-i 1,— -(i,-M,«(i f -n) - 



2 



2 



sinwm ^ 



4w(l,-i- !)*(!, -4-1) 
(1,+ 1) (1,+ 1) 



17* 
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Dividirt man diese Gleichung durch m und setzt darauf m = 0, so ergiebt 
sich: 

dos.) jy^d^-i) 1 , 

und daher 

(106.) summ — 



Da (nach 83) 



(1,1 1) (1,-M) 



<'• + »"- JT(l ! -m) 



ist, so erhält man aus den vorstehenden Formeln: 



(107.) siniwTC = mit Fe (m ■+■ 1) Fe (1 — m) 



= nFc (m)Fc (1 — m) , 



uos.) V« = ^ 



und, da 



&+0 = 



- * (4) 



*K*» + t) 



ist: 



(109.) cosw7r = n JPc ( -=- -f- m) Fe (~ 2 — w) , 

übereinstimmend mit (107), wenn man dort w + -~ statt m setzt. 

Alle diese Formeln*) gelten, nach der hier gegebenen Ableitung, für 
jeden reellen und imaginären Werth von m. 



*) Setzt man die Darstellungen von sinw*, cosurc in der Form unendlicher Pro- 
duete als bekannt voraus , so ergeben sieh die Formeln (107 , 109) unmittelbar aus dem 
Ausdrucke von Fe (u). 



-wj\f\f\f\/\ns^ 



Berichtigungen, 



S. 19, Z. 10 



S. 
S. 
S. 
S. 

S. 



49 
57 

58 
58 

58 



S. 58 
S. 58 

S. 60 
S. 60 

S. 65 
S. 71 

S. 80 

S. 83 

S. 95 
S. 97 
S. 116 
S. 117 
S. 120 
S. 122 
S. 146 
S. 159 
S. 162 

S. 176 

S. 188 
S. 189 

S. 193 

S. 203 

S. 208 
S. 208 
S. 21 1 
S. 218 



Z. 

z. 
z. 
z. 

z. 

z. 
z. 

z. 
z. 

z. 
z. 
z. 

z. 

z. 
z. 
z. 
z. 
z. 
z. 

z. 
z. 
z. 



6 v. n. 
11, 14, 15, 16 

1, 3 

3 v. u. 

3 v. u. lies 



ist hinter enthalten, der Zwischensatz 

in ein Glied zusammenzieht fortgefallen. 

v 
statt nu 



lies G^n-n s^tt ^v-4-i 



i« 



lies *w v 
lies w 



14 
16 

13, 15 
2 v. u. 

3, 1 v. u. 
9 v. ii. 
4 



statt w* v (dreimal). 

Man kann also für w v jede ganze, nicht 

negative Zahl m nehmen , die der Bedingung genügt . 

lies kleine positive statt kleine. 

x 



oo 



lies 



a, 



e » 2 e v< 5 - 



lies L 



3 

2 
12 
13 
14 
19 

5 

8 v. u. 

3 



lies SO 

lies f\(x\c x 

lies andere 

lies verschiedene 

lies 

2(0 

lies ^0,(0, co») 

lies #\, 

lies |A 

lies £j 

lies a 

lies (x 2 , . . . T n ) 

lies W (t v ...t n ) 

lies 

lies x r 



*V ! 2w t,ß 



Z. 13 



Z. 

z. 

z. 

z. 
z. 
z. 
z. 
z. 



lies 2j 
lies § 2 



2 v. u. 

3 v. u. ist das Wort positive zu tilgen. 



9 

4 v. u. 
8 
9 

3, 4 
1 



lies 1 + 



u 



n-1 

lies H 

ist das Wort indem zu tilgen. 

lies nähern 

lies der absolute 

lies das 



statt — 



statt ?, (dreimal), 
statt es. 

statt ix 

statt anderen, 
statt verschieden. 

CO 

2(o 
statt f>(wj(o,(o'). 

statt \ . 

statt m. 

statt £ v • 

statt a } . 

statt (t 2 j . . . £ w ) . 

statt $o('i> •'•'••)• 
statt M a 4-2co a ß. 

statt # v • 
r-+-i 

statt JIj • 

T=i 

statt § 8. 



statt 1 ■+• 



U 
n 



(zweimal). 



statt W, (zweimal). 

statt nähert. 

statt den absoluten. 

statt da ss. 



262 Berichtigungen. 

S. 155. Z. 13—18. Diese Stelle wird besser fol&rendormasson gefasst: 

Denn wäre dies nicht der Fall, so hätte sie innerhalb (6) un- 
endlich viele Unendlichkeits-Stellen, welche eine (2h — 2) fache 
Mannigfaltigkeit bildeten und sämmtlich Null -Stellen der 
Function </ wären; unter denselben müsste es dann, da diejenigen 
Stellen von (6). an welchen />, q beide verschwinden, nur eine 
(2j/ — 4) fache Mannigfaltigkeit ausmachen, auch solche geben, 
an denen p, und somit auch i> % einen von Null verschiedenen 
AVerth besässe — dies aber widerspricht der Gleichung 

l c<\ ^ tu l dj> _ j>i ^ 



Btu-kdrurkerei vun Gustuv Lange jetzt Utt»> Lang«*, itorlin. 
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